Valés analizis gyakorlat, 2010. november 11.

1. Konstrualjunk olyan periodikus fiiggvényt, aminek akarmilyen kicsi pozitiv peridédusa is 1étezik, de nem
konstans.
2. Milyen nevezetes egyenlStlenséget kapunk, ha a Jensen-egyenlStlenséget felirjuk az x? fiiggvényre?

3. Legyen I nem elfajul6 intervallum. Igazoljuk, hogy a kiévetkezs allitasok ekvivalensek:

f(b) = fla) _ fle) = fla)

(a) Va,b,cel a<b<c=

b—a c—a
(b) Ya,b,c e I a<b<c:>f(b)_f(a)<f(c)_f(b).
» Vs b a p— :
(c) Va,b,c €1 a<b<c:>f(ci:£(a><f(c):£(b);
(d)Va,be I Ve (0,1) a#b= f(ta+ (1—1)b) < tf(a)+(1—t)f(b);
(e) minden a € [-re az M fiiggvény szigortian né az I \ {a} halmazon;

)
(f) I minden bels§ a pontjahoz létezik olyan b valds szam, hogy barmely x € I\ {a} esetén f(x) >
b(z —a) + f(a).
4. Ellendrizziik a folytonossag definiciojat; adjunk meg € > 0-hoz j6 6-t, vagy olyan e-t, amihez nincs 6.
1 x

W f@)=ata=0; b f)= (s} a=3 o f)=vEa= oz d)flr)= Yo
5. Azt mondjuk, hogy az U halmaz "kérnyezete" az a szamnak, ha a szam bels§ pontja U-nak, azaz
Ir > 0 B(a,r) C U. Igazoljuk, hogy az f fliggvény akkor és csak akkor folytonos a-ban, ha f(a) barmely
kornyezetének f szerinti Gsképe kornyezete a-nak.

,a=4.

6. Igazoljuk, hogy ha f konvex az I intervallumon, akkor I felbonthaté két olyan részre, amin f monoton
novekvd, illetve monoton csokkend.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy R — R fliggvény minden racionalis pontban folytonos, akkor van olyan
irracionalis pont is, ahol folytonos.

Hazi feladatok:
8. Ellendrizziik a folytonossag definiciojat; adjunk meg ¢ > 0-hoz jo J-t, vagy olyan e-t, amihez nincs 9.
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x E—
9. Milyen nevezetes egyenlStlenséget kapunk, ha a Jensen-egyenl6tlenséget felirjuk az 1/x fiiggvényre az
(0, 00) félegyenesen?

10. Igazoljuk, hogy ha g: A — B és f : B — C konvex, tovabba f nonoton ndg, akkor f o g is konvex.

11. Igazoljuk, hogy ha f konvex, akkor felbonthatdé egy monoton névekvs és egy monoton csokkend
fliggvény Osszegére.

12. Igazoljuk, hogy egy f : R — R fiiggvény akkor és csak akkor folytonos minden pontban, ha minden
nyilt halmaz &sképe nyilt.

13. Elsall-e a 2? fiiggvény két periodikus fiiggvény dsszegeként?

14. Konstrualjunk olyan R — R fiiggvényt, aminek kontinuumféle kiilonb6z6 periédusa van, de nem
konstans.
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