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1. Írjuk fel a definíciót ε, δ, P, Q stb. betűkkel:

lim
−∞

f = 1; lim
t→t0+0

s(t) = 0; lim
ζ→−0

g(ζ) = −∞ lim
ϑ→−1

h(ϑ) = ∞; lim
ξ→−∞

u(ξ) = 2.

2. Határozzuk meg az alábbi határértékeket, és mindegyik esetben ellenőrizzük a definíciót.

(a) lim
x→−0

1

x
; (b) lim

x→−∞

x2; (c) lim
x→∞

√
x + 1√

x
; (d) lim

x→+0

√

{1/x}; (e) lim
x→+∞

{x} .

3. Mi a Dirichlet- és a Riemann-függvény limsup-ja és liminf-je tetszőleges pontban? Hol van határértéke
a két függvénynek?

4. Mik a Z, Q, R, R \ Z, R \ Q halmazok izolált, illetve torlódási pontjai?

5. Legyen

f(x) =

{

x ha x ∈ Q;

−x ha x 6∈ Q.

Hol folytonos ez a függvény? Hol folytonos a Q és R \ Q halmazokra megszorítva? Hol van határértéke a
Q és R \ Q halmazokra megszorítva?

6. Legyen α az A és B halmazok közös torlódási pontja, és f valós értékű függvény, ami értelmes az α egy
pontozott környezetében. Igazoljuk, hogy

lim
α,A∪B

f = max
(

lim
α,A

f, lim
α,b

f
)

és lim
α,A∪B

f = min
(

lim
α,A

f, lim
α,b

f
)

.

7. Igazoljuk, hogy torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont.

8. Az f : R → R függvény folytonos, és tetszőleges a > 0 esetén f(n · a) → 0. Igazoljuk, hogy lim
∞

f = 0.

9. Van-e olyan R → R függvény, aminek minden pontban ∞ a határértéke?

Házi feladatok:

10. Írjuk fel a definíciót ε, δ, K, L stb. betűkkel.

lim
1

f = ∞; lim
η→η0−0

s(η) = 2; lim
x→∞

g(x) = −∞; lim
ω→ω0−0

s(ω) = 2; lim
+0

g = 1; lim
∞

h = 1.

11. Határozzuk meg az alábbi határértékeket, és mindegyik esetben ellenőrizzük a definíciót.

(a) lim
x→0

1

|x| ; (b) lim
x→+0

1

x
; (c) lim

x→∞

x2; (d) lim
x→−∞

1 − x

3 − 2x
; (e) lim

x→0

sin 1

x

x
.

12. (a) Bizonyítsuk be, hogy ha f : R → R periodikus, akkor lim
∞

f = inf f és lim
∞

f = sup f .

(b) Bizonyítsuk be, hogy ha f : R → R periodikus és lim
∞

f létezik, akkor f konstans.

13. Legyen A1, A2, . . . ⊂ R végtelen halmazsorozat, és α az közös torlódási pontja az An halmazoknak.
Legyen továbbá f valós értékű függvény, ami értelmes az α egy pontozott környezetében. Melyik igaz az
alábbiak közül?

(a) lim
α,A1∪A2∪...

f ≤ sup
{

lim
α,An

f : n ∈ N

}

(b) lim
α,A1∪A2∪...

f ≥ sup
{

lim
α,An

f : n ∈ N

}

(c) lim
α,A1∪A2∪...

f ≤ sup
{

lim
α,An

f : n ∈ N

}

(d) lim
α,A1∪A2∪...

f ≥ sup
{

lim
α,An

f : n ∈ N

}

14. Igaz-e, hogy ha egy R → R függvénynek minden pontban 0 a határértéke, akkor a függvény azonosan 0?

15. Nevezzünk egy H ⊂ R halmazt perfektnek, ha zárt és nincs izolált pontja. Igazoljuk, hogy minden
zárt halmaz felbontható egy megszámlálható és egy perfekt halmaz uniójára.
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