Valés analizis gyakorlat, 2010. november 15.

1. Irjuk fel a definiciot e, 8, P, @ stb. bettikkel:

imf=1; lim s@t) =0 limg(¢)=-co lm h(&)=oo; 5E_lf_nOOU(S) =2

2. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket, és mindegyik esetben ellendrizziik a definiciot.

@ Jim o) Jm %@ Jn S @) Fn VOE (0 lm (e},

3. Mi a Dirichlet- és a Riemann-fliggvény limsup-ja és liminf-je tetsz6leges pontban? Hol van hatéarértéke
a két fiiggvénynek?
4. Mik a Z, Q, R, R\ Z, R \ Q halmazok izolalt, illetve torlodési pontjai?

5. Legyen
_Jr  hazrcQ
J(@) = {—x ha x ¢ Q.

Hol folytonos ez a fiiggvény? Hol folytonos a Q és R \ Q halmazokra megszoritva? Hol van hatarértéke a
Q és R\ Q halmazokra megszoritva?

6. Legyen o az A és B halmazok kozos torlodési pontja, és f valos értéki fliggvény, ami értelmes az o egy
pontozott kornyezetében. Igazoljuk, hogy

Q}A%Bf:max<l()1:£1f,lg’?f) és a%}gf:mm(%f,%f).

7. Igazoljuk, hogy torlédasi pontok torlédasi pontja torlodasi pont.
8. Az f: R — R fiiggvény folytonos, és tetszdleges a > 0 esetén f(n - a) — 0. Igazoljuk, hogy lim f = 0.

9. Van-e olyan R — R fiiggvény, aminek minden pontban oo a hatérértéke?

Hazi feladatok:
10. Irjuk fel a definiciot ¢, 8, K, L stb. bettikkel.

limf=o00; lim s(n)=2; lim g(z)= —oc; lim s(w)=2; limg=1; limh=1.
1 n—mno—0 T—00 w—wo—0 10 0o

11. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket, és mindegyik esetben ellenérizziik a definiciot.

1 1 11— in 1
(@ lim—; () lim = (6 lma% (&) Tm ——: (¢) lim —=z,
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12. (a) Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — R periodikus, akkor lim f = inf f és lim f = sup f.
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha f: R — R periodikus és lim f létezik, akkor f konstans.

13. Legyen Aj, Ay, ... C R végtelen halmazsorozat, és a az kozos torlodasi pontja az A, halmazoknak.

Legyen tovabba f valos értéki fiiggvény, ami értelmes az o egy pontozott kornyezetében. Melyik igaz az
alabbiak koziil?

(a) lim fgsup{@f:neN} (b) lim fzsup{@f:nEN}

a,AjUA2U... a,A1UAU...

(0 lm f<swp{lmf:neN} (4 lm fsup{lmf:neN}
a,A1UA2U... a,An a,A1UAU... a,An
14. [gaz-e, hogy ha egy R — R fliggvénynek minden pontban 0 a hatarértéke, akkor a fiiggvény azonosan 07

15. Nevezziink egy H C R halmazt perfektnek, ha zart és nincs izolalt pontja. Igazoljuk, hogy minden
zart halmaz felbonthato egy megszamlalhato és egy perfekt halmaz unidjara.
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