Kiegészito jegyzet a valds analizis el6adasokhoz
(Utolso frissités: 2011. januar 8., 20:30)

Az el6adasokon alapvetfen a Laczkovich — T. Sos konyvet kovetjiik, de tobb témét nem tugy
adtam el§, mint ahogy a konyvben van. Ebben a jegyzetben az el6adasoknak a konyvon kiviili
anyagat igyekszem leirni.

1. SzAmsorozatok limesz szuperiora és limesz inferiora;
hatarérték és egyenlStlenségek

1.1. A limesz szuperior és a limesz inferior definicidja

Szamsorozat limesz szuperiora és limesz inferiora. Kapcsolat a inf sup és lim sup, illetve sup inf és lim inf k6zott.

1. Definicié. Legyen (a,) valds szdmsorozat, és a € R = RU {00, —oo}. Azt mondjuk, hogy ,,a torldddsi
pontja az (ay) sorozatnak” vagy ,az (a,) sorozat torlédik az o ponthoz”, ha az (a,) sorozatnak létezik a-hoz
tarto részsorozata.

1. Tétel. Az o akkor és csak akkor torléddsi pontja az (a,) sorozatnak, ha o barmely U kérnyezetére
a, € U végtelen sok n index esetén.

Biz. = Ha « torlodasi pont U az « egy tetszSleges kornyezete, akkor létezik egy (ay, )32, amire a,, — «
erre véges sok kivétellel a,, € U. Ezzel talaltunk végtelen sok ng-t, amire a,, € U.

< A megforditashoz legyen tetszéleges k pozitiv egészre Uy = B(a, 1) = (@ — 1, + 1) ha « véges,
Uk = (k,00) ha oo = 00, illetve Uy = (—o00, —k) ha a = —o0.

Definialjuk az ny, ns, ... indexsorozatot rekurzivan a kovetkezGképpen: legyen n; az elsé olyan index,
amire a,, € U;. Ha ni,ne,...,a,, _,-et mar definidltuk, akkor legyen n; az els6 olyan index, amire

ng > Nng_1 €s ap, € Uy. Mivel a feltételek szerint minden k-hoz létezik végtelen sok olyan n index, amire
a, € Uy, ezért a keresett ny index mindig létezik.

A konstrualt indexsorozatban ny < ny < ..., vagyis (a,, ) részsorozata (a,)-nek. Mivel pedig a,, € U,
ez a sorozat valéban a-hoz tart. [J

2. Definicio. Legyen (a,)32, valds szamok tetszdleges sorozata. Az (a,) sorozat limesz szuperiordnak,
illetve limesz inferiordnak nevezzik a kévetkezd mennyiségeket:

, inf { sup{an, @pi1, @ns2,...} :n € N} ha az (a,) sorzat feliilrél korlatos
limsupa, = )
00 ha az (a,) sorzat nem korlatos feliilrsl
illetve

lim inf sup { inf{an,, ani1,anio,...} 0 € N} ha az (a,) sorzat alulrol korlatos
iminf a, =
—00 ha az (a,) sorzat nem korlatos alulrol

A limsup és liminf jellés mellet/helyett szokds az lim, illetve lim jeldlés is. Ha a jeldlés egyértelmiségéhez
sziikséges (mert pl. a sorozatban az indexen kivil mds paraméter is szerepel), a limesz jeloléséhez hasonldan,
feltiintethetjiik a futo indexet a jeldlés alatt:

limsup a,, = limsup a,, = lima, = lim a,; liminf a,, = liminf a,, = lima,, = lim a,.

n—00 n—oo n— oo n—oo



1. Megjegyzés. Ha az a, sorozat nem korldtos felilrdl, akkor a sup{an,ani1,anio,...} = 0o minden
n-re. Ha a szuprémum €és az infimum definiciojdat a £oo-t tartalmazo halmazokra s kiterjesztyik, akkor
nincs szikség a korldtossdg szerinti esetszétvdlasztdsra:

lim sup a,, = inf { sup{an, Gpi1, Gpio, ...} :n € N}

lim inf a,, = sup { inf{a,, ayi1,an40,...} 10 € N}

2. Megjegyzés. Legyen a, sorozal, és tekintsik a b, = inf{a,, ani1, anio, ...} cn = sup{an, ani1, Gnyo, ...}
sorozatokat. Ekkor az (by,) sorozat monoton nd, mig a (c,) sorozat monoton fogy. Ezért a monoton soro-
zatokrol tanultak szerint mindkét sorozatnak létezik hatarértéke, limb,, = sup b,,, és lim ¢, = inf¢,. Tehdt,

liminf a,, = sup b, = limb,, = liminf{a,, a,1,...},
limsup a,, = sup ¢, = lim¢,, = limsup{a,, a,41, ... }.

Ezért (is) irunk ,lim sup™ot és liminf™et jinfsup” és ,supinf” helyett.

1. Példa. Legyen a, = (—1)". Ekkor minden n-re sup{a,, Gni1, anio, ...} = {1, —1}, ennek megfelelden
sup{an, Gni1,Qnya, ... } =1 ésinf{a,, ani1, anya, ... } = —1, tehdt liminf(—1)" = —1 és limsup(—1)" = 1.

Legyen b, = n. Ekkor minden n-re sup{b,,bni1,bpia,...}+ = {n,n + 1,...}, ennek megfelelden
sup{bn, bpi1,bpi2, ...} =00 ésinf{b,, b,11,bn12,...} =n, tehdt liminf n = limsupn = co.

1.2. A limesz szuperior és a limesz inferior alaptulajdonsagai

A limsup, illetve liminf a legnagyobb érték, ahova valamilyen részsorozat tart. liminf < limsup. A véges és

végtelen hatarértékek jellemzése lim inf-fel és lim sup-pal.

2. Tétel.
lim sup(—a,) = — liminf a,,.

Biz.
limsup(—a,) = inf { sup{—an, —an41,...} : n € N} =inf { — inf{a,, ans1,...} :n € N} =
:—sup{inf{an,an+1,...} :nEN} = —liminf a,. O

3. Tétel. (a) Ha a, <b elég nagy n-re, akkor limsup a,, < b.
(b) Ha a, > b elég nagy n-re, akkor liminf a,, > b.

Biz. (a) Ha n > ng, akkor a,, <b, tehat b felss korlatja a {a,,, Gpyt1 - - - } halmaznak. Ezért
limsup a, = inf { sup{an, @pi1, ...} :n € N} <sup{ang, angs1,...} <.
(b) ugyanigy. O

1. Lemma. Legyen a, valds szimsorozat és b € R.
(a) Ha b > limsup a,,, akkor véges sok kivétellel a,, < b.
(b) Ha b < liminf a,, akkor véges sok kivétellel a,, > b.
(¢) Ha b < limsup a,, akkor végtelen sok n indexre a, > b.
(d) Ha b > liminf a,,, akkor végtelen sok n indezre a, < b.

Biz. (a) Ha limsupa, < b, azaz inf { sup{an,, ang41,...} : no € N} < b, akkor b nem als6 korlatja a
sup{ang, angi1, - - - + alakia szamoknak. Kovetkezésképpen van olyan ng, amire sup{an,, angs1,--. 1 < b.

Ebbdl viszont kovetkezik, hogy az ay,,, Gng+1, - - . szdmok mindegyike kisebb b-nél.
(¢) Ha limsup a, > b, azaz inf { sup{an,, anyg11, ...} : no € N} > b, akkor a sup{as,, @ng41, ...} alaki
szamok mindegyike nagyobb b-nél. Ezért az a,,, any+1, ... elemek kozott mindig van b-nél nagyobb.

A (b) és (d) allitasokat ugyanigy bizonyithatjuk. [
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4. Tétel. (a)limsup a, torloddsi pontja az (a,) sorozatnak, és ez a legnagyobb torléddsi pont;
(b) liminf a,, torléddsi pontja az (a,) sorozatnak, és ez a legkisebb torloddsi pont;
(¢) liminf a,, < limsup a,.

Biz. (a) Elgszor azt igazoljuk, hogy limsupa, torlodési pont. Legyen o = limsupa,, és U az « egy
tetszbleges kornyezete. Azt akarjuk megmutatni, hogy az (a,) sorozatnak végtelen sok eleme esik az U
halmazba.

Ha a véges, akkor U = (3, ) alakd, ahol § < « és v > « valos szamok. Ha a = oo, akkor U = (3, 00),
ahol # < «; ilyenkor legyen v = oo. Végiil, ha o = —o0, akkor U = (—00,7), ahot v > «; ilyenkor legyen
[ = —o0.

Akéar f < a, akidr f = —oo esetén teljesiil, hogy az (a,) sorozatnak végtelen sok eleme nagyobb, mint
(. Az e6bbi esetben ez az 1. lemma miatt igaz, az utobbi esetben trivialisan. Hasonloan, akar v > «,
akar v = oo esetén igaz, hogy a sorozat elemei véges sok kivétellel kisebbek, mint v. Tehat, véges sok
elem nagyobb, mint 3, de ezek koziil csak véges sok nem kisebb, mint . Tehat végtelen sok elem esik az
(8,v) = U intervallumba.

Most tegytik fel indirekten, hogy létezik egy a torlédési pont, amire o > limsup a,,. Legyen ¢ egy olzan
valos szam, ami a kettd kozé esik: limsupa,, < ¢ < a. Mivel a torlodasi pont, 1étezik végtelen sok olyan
n index, amire a,, > c¢. Masfelsl a 1. lemma miatt a, > ¢ csak véges sok indexre teljesiilhet. A ketts
ellentmond egymésnak. Tehat nincs lim sup a,,-nél nagyobb torlédasi pont.

A (b) allitast ugyanigy igazolhatjuk.

(c¢) Mivel liminf a,, a legkisebb, lim sup a,, pedig a legnagyobb torlodasi pont, liminf a,, < limsup a,.
O

5. Tétel. (a) a, — a <= liminf a, = limsupa, = a.
(b) a, — oo <= liminf a,, = oo;
(c) a, — —o0 <= limsup a,, = —o0;

Biz. (a) Ha a,, — a, akkor minden € > 0 esetén a — ¢ < a,, < a + € véges sok kivétellel. A 3. tétel (vagy
az 1. lemma (b) és (d) része) szerint ebbdl kovetkezik, hogy a — e < liminf a,, illetve a + & > lim sup a,,.
Tehét,

a — ¢ <liminfa, <limsupa, <a-+¢.

Mivel ez minden ¢ > 0-ra teljesiil, lim inf a,, = limsup a,, = a.

Megforditva, ha liminf a,, = limsup a,, = a, akkor az 1. lemma (a) és (c) miatt tetszSleges € > 0 esetén
véges sok kivétellel a, < a + ¢, és véges sok kivétellel a,, > a — e. Osszességében, véges sok kivétellel
a, € (a—¢e,a+e¢).

(b) Ha a,, — oo, akkor minden P € R esetén a,, > P véges sok kivétellel. A 3. tétel (az 1. lemma (b)
része) szerint ebbdl kovetkezik, hogy liminf a,, > P. Tehat liminf a,, > P barmely valos szamra, ami csak
akkor lehetséges, ha liminf a,, = oc.

Megforditva, ha liminf a, = oo, akkor az 1. lemma (a) pontja szerint barmely P valos szamra véges
sok kivétellel a,, > P, vagyis a,, — oo.

A (c) 4llitas az (b)-hez hasonloan igazolhato. O

1. Kovetkezmény. Az (a,) sorozatnak akkor és csak akkor létezik (véges vagy végtelen) hatarértéke, ha
limsup a,, = liminf a,; ilyenkor a limsup és a liminf megegyezik a hatarértékkel. Mads szoval, a, — «
akkor és csak akkor, ha limsup a,, = liminf a,, = a.

2. Kovetkezmény. Az (a,) sorozatnak akkor és csak akkor létezik (véges vagy végtelen) hatdrértéke, ha
csak egy torladdsi pontja van. Avagy, (a,) akkor és csak akkor oszcillalva divergens, ha legaldbb két torloddsi
pontja van.



1.3. Hatarérték és egyenlGtlenségek

Hataratmenet. A rendér-elv és valtozatai. (v.6. TK 77-79, 90-91).

6. Tétel. Legyen (ay) és (b,) két szamsorozat.
(a) Ha elég nagy n esetén a,, < b,, akkor

limsup a,, < limsupb, és liminf a,, < liminf b,,.
(b) Ha limsup a,, < liminfb,, akkor elég nagy n esetén a, < b,.

Biz. (a) Tegyiik fel indirekten, hogy limsup b, < limsupa,. Vegylink a kett6 kozott egy ¢ szamot. Az
1. lemma (a) pontja szerint véges sok kivétellel b, < ¢, a 3. tétel / 1. lemma (b) szerint pedig végtelen
sokszor a, > c. Létezik tehat végtelen sok olyan n, amikor b, < ¢ < a,. Ez viszont ellentmond annak,
hogy elég nagy n esetén a, < b,.

A liminf a,, < liminf b, egyenlGtlenséget ugyanigy.

(b) Vegyiink egy olyan ¢ szamot, amire limsupa, < ¢ < liminfb,. Az 1. lemma (a) és (b) szerint
véges sok kivétellel a,, < ¢, és véges sok kivétellel b, > c. Osszességében véges sok kivétellel a,, < ¢ < b,.
OJ

3. Kovetkezmény. Legyen (a,) és (b,) két konvergens szimsorozat.
(a) Ha elég nagy n esetén a, <b,, akkor lima, <limb,. (Hatdrdtmenet)
(b) Ha lima,, < limb,,, akkor elég nagy n esetén a, < b,.

2. Példa. A tétel (a) részében ha azt kotjik ki, hogy elég nagy n-re a, < b,, abbol még nem kévetkezik,
hogy lim a,, < limb,,. Példdul az a, =0, b, = % sorozatokra a, < b,, mégis lim a,, = lim b,, = 0.

Ha a (b) dllitasban csak azt kotjik ki, hogy lim a,, < limb,,, akkor az dllitds mdr nem lesz igaz. Példdul

—1)"
azan:( )

, b, = 0 sorozatokra lim a,, = limb,,, de egyik sorozat sem nagyobb, mint a mdsik.

7. Tétel (Rendoér-elv).

(a) Ha (ay,), (b,) €és (c,) hdrom szamsorozat, amelyekre elég nagy n esetén a, < b, < c,, tovdbbd
liminf a,, = limsup ¢, = a, ahol a € R, akkor b, — a.

(b) Ha (a,), (by) €s (c,) hdrom szdmsorozat, amelyekre elég nagy n esetén a, < b, < c,, tovdbbd
lima, = limc, = a, ahol a € R, akkor b, — a.

(¢) Ha (a,) €s (cn) két szdmsorozat, amelyekre elég nagy n esetén |a,| < ¢y, tovdbbd c, — 0, akkor
a, — 0.

(Két rendor kozrefogja a gyanis egyént. )
Biz. (a)
a = liminf a,, <liminfb, <limsupb, < limsupc, = a.
Tehat liminf b, = limsup b,, = a, vagyis b, — a.
A (b) trivialisan kovetkezik az (a)-bol.
(c) Legyen b, = —c,. Ekkor elég nagy n esetén b, < a, < ¢,, és (b) alkalmazhato. O

A kovetkez6 tételt hivhatjuk végtelen rendér-elvnek, honvéd-elvnek vagy Hofi nyoméan akér csGsz-elvnek
is. (Hofi: jott a csGsz, és mindenkit kizavart az erdsbdl.)

8. Tétel. (a) Ha (ay) és (b,) két szimsorozat, amelyekre elég nagy n esetén a, < b,, tovdbbd a, — oo,
akkor b, — oc.

(b) Ha (a,) és (b,) két szdmsorozat, amelyekre elég nagy n esetén a, < b,, tovibbd b, — —oo, akkor
a, — —00.

Biz. (a) liminf b, > liminf a,, = lim a,, = oo, tehat liminf b, = co és b, — oc.
(b) ugyanigy.



2. Korlatos sorozatok

Monoton részsorozat létezése. Bolzano-Weierstrass tétel. Cauchy-kritérium. A valos szamok konstruktiv fel-

épitése Cauchy-sorozatok ekvivalenciaosztalyaival. (TK 91-100).

2.1. Alternativ bizonyitas a Bolzano-Weierstrass-tételre

9. Tétel (Bolzano-Weierstrass-tétel). Minden korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Biz. A sorozat korlatos, ezért a limesz szuperiora és limesz inferiora is véges. Példaul a limesz szuperior
egy véges torlodési pont.

3. Megjegyzés. A tankionyvi bizonyitds éppen egy, a limesz szuperiorhoz konvergdld részsorozatot konst-
rudl.

2.2. Alternativ bizonyitas a Cauchy-kritérium elégségességére

3. Definicid. Legyen (a,) valds szdmsorozat. Azt mondjuk, hogy ,a sorozat Cauchy-tulajdonsdgi”, vagy
roviden ,,Cauchy-sorozat”, ha

Ve >0 dng VYn,m>ng |a, —an| <e.

10. Tétel (Cauchy-kritérium). Tetszdleges (a,,) valds szamsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha
Cauchy-sorozat.

Bizonyitas a ,,csak akkor” részre. A sorozat korlatos, ezért a limesz szuperiora és limesz inferiora is
véges. A konvergencidhoz azt kell igazolnunk, hogy b = lim inf a,, = limsupa,,

Legyen € > 0 tetszGleges, és ng az a kiiszobindex, amit a Cauchy-kritérium biztosit. Ekkor minden
n > ne-ra |a, — an,| < €, ezért

Apy — € < Qp < Apy + €,
ap, — € < liminf a,, <limsupa, < a,, + ¢,

0 < limsupa, — liminfa, < 2¢.

Mivel ez minden pozitiv e-ra igaz, lim sup a,, = lim inf a,,.



3. Figgvények limesz szuperiora és limesz inferiora

Ebben a részben definidljuk fiiggvények als6 és fels6 hatarértékét. A definicio és a legtébb bizonyitas
lényegében ugyanaz lesz, mint a sorozatoknal, csak a ,elég nagy n-re ...” vagy ,véges sok kivétellel ...”
kitétételeket kell kicserélniink arra, hogy ,elég kis pontozott kornyezetben ...”, illetve ezek tagadasaban, a
végtelen sok n-re ...” Kkitétel helyett az irjuk, hogy ,minden pontozott kérnyezetben van olyan z, amire
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3.1. A limesz szuperior és a limesz inferior definici6ja

4. Definicié. Legyen o € R, és A C R olyan szdmhalmaz, amelynek o torldddsi pontja. Legyen tovdbbd
f olyan figguény, ami értelmes az AN Uy halmaz pontjaiban, ahol Uy az a eqy pontozott kirnyezete.

Az f fiigguény a-beli limesz szuperiordt és limesz inferiordt az A halmazra szoritkozva a kévetkezdképpen
definialjuk:

limsup f = limsup f(z) = inf { sup f(UNA) : U C Uy pontozott kirnyezete a—nak};
a, A

r—a, tEA

hm mff = liminf f(x)=sup { inf f(UNA): U cC U,y pontozott kirnyezete a-nak}.

r—a, tEA

4. Megjegyzés. A definicié csak formdlisan figg a Uy kérnyezettl; megmutatjuk, hogy az eredményiil
kapott értékek minden kornyezetre ugyanazok.

Csak a limsupra vonakozo allitast bizonyitjuk.
Legyen Uy és Uy az a két tetszéleges pontozott kornyezete és Us = Uy N U Elég megmutatnunk, hogy

inf{supf(UﬂA) LU C Uy} :inf{supf(UﬂA) U C U}
Egyrészt, mivel U, C U,
{supf(UﬂA) - Ucl,) C {supf(UﬂA) - U Uy,
inf{supf(UﬂA) - U c Uy} Zinf{supf(UﬂA) U C Uyl
Masrészt tetszdleges VcU, kornyezetre

fVNUanA) Cc f(VNA) ésigy supf(VNU,NA)

<
inf{supf(UﬂUQHA):UCUO}Ssupf(VﬂUgﬂA)S

(VN A,
(VN A).

Az UNU, alakban, ahol U C U, pontosan azok a pontozott kirnyezetek allnak els, amelyek részei Us-nek,
ezért az utolso sor elejét és végét igy is irhatjuk:

up f
up f

inf{supf(UﬂA) U C UQ} <sup f(VNA).
Tehét inf { sup fUNA):UC Ug} als6 korlatja a { sup f(VNA):VC UO} halmaznak. Ezért
inf{supf(UﬂA) U C Ug} §inf{supf(VﬂA) -V C UO}.

3.2. A limesz szuperior és a limesz inferior alaptulajdonsagai

11. Tétel.

limsup (—f) = — liminf f.
a,A a,A



Biz. Ugyantigy, mint sorozatoknal:

limsup(—f):inf{sup—f(UﬂA):UCUO} inf { — inf f(UNA) : UCUO}Z

@,

= —sup{inff(UﬂA) U C UO} = —liqunff.

12. Tétel.
(a) Ha valamely Uy pontozott kirnyezetre ¥ € x € (Uy N A) f(z) < b, akkor lim sup, 4 f < 0.

(b) Ha valamely Uy pontozott kornyezetre ¥ € x € (Uy N A) f(z) > b, akkor lim inf,a f > 0.

Biz. Ugyaniigy, mint sorozatoknal.

(a) . L :
limsup f = inf {sup fF(UNA): U CUp} <sup f(UyNA) <b.
a, A

(b) Ugyantgy.

2. Lemma.
(1a) Ha b > limsup, 4 f, akkor létezik a-nak olyan U pontozott kirnyezete, hogy Ve € (UNA) f(z) <
(1b) Ha b < liminf, 4 f, akkor létezik a-nak olyan U pontozott kirnyezete, hogyVx € (UNA) f(x) >
(2a) Ha b < limsup,, 4 f, akkor a-nak minden U pontozott kérnyezetére Iz € (U N A) f(z) > b.

>
(2b) Ha b > liminf, 4 f, akkor a-nak minden U pontozott kérnyezetére 3z € (U N A) f(z) < b.

Biz. Csak az (la) és a (2a) részt bizonyitjuk. A masik kett6 ugyantgy megy, ha a rendezést mindenhol
megforditjuk, és a szuprémumot mindenhol infimumra cseréljiik és forditva.

(la) Ha b > inf{supf (UNA):UC UO} akkor b nem also korlatja az osszes sup f(U N A)-nak,
tehat valamelyik U pontozott kornyezetre sup f (UN A) <b. Ez a b nagyobb az f (U N A) legkisebb fels6
korlatjanal, tehat minden z € (U N A)ra z < sup f(UNA) <b.

(2a) Ha b < inf { sup f( (UNA):UCc Ug}, akkor sup f(U N A) > b minden U pontozott kirnyezetre,
tehat f(U N A)-nak van b-nél nagyobb eleme. [

13. Tétel. liminf, 4 f < limsup, 4 f.

Biz. Indirekt bizonyitunk. Legyen # = liminf, 4 f és v = liminf, 4 f. Ha az allitds hamis, akkor 3 < ~.
Vegyiink egy ¢ szamot, amire 3 < ¢ < 7.

A Lemma (1a) és (1b) szerint a-nak léteznek olyan U, és U, pontozott kornyezetei, amelyekre Va €
(UL N A) f(z) < ¢, illetve Yz € (UyN A) f(z) > ¢. Mivel az A halmaz torlodik az o halmazhoz, van olyan
x € A, mi mindkét pontozott kdrnyezetnek eleme. Erre viszont f(x) < ¢ és f(x) > c egyszerre teljesiil,
ami ellentmondas.

14. Tétel.
(1) lim, 4 f = oo akkor és csak akkor, ha liminf, 4 f = oco.
(2) limg 4 f = —oo akkor és csak akkor, ha limsup,, 4 f = —o0.

(8) limg 4 f = b akkor és csak akkor, ha liminf, 4 f = limsup, 4 f = b.
(4) Akkor és csak akkor létezik limg 4 f, ha liminf, 4 f = limsup,, 4 f.

Biz. (1) Ha lim, 4 = oo, akkor barmely P-hez han olyan U c U, pontozott kornyezete a-nak, amire
f(UNA) C(P,00), azaz inf f(UNA) > P. Ebbél kovetkezik, hogy sup{inf f(U N A)} > P minden P-re.
Megforditva, ha limsup,, 4 f = oo, akkor minden valés P-hez van olyan U pontozott kornyezet, amire

inf f(U N A) > P. Ekkor viszont f(U N A) C (P, o).
(2) Ugyanigy.



(3) Ha lim, 4 = b, akkor barmely ¢ > 0-hoz van olyan U pontozott kornyezete o, amire f (U ) C
(b—e,b+¢). Ezért

limjiqnff >inf f(UNA)>b—ec & limsupf<supf(UNA) <b+e
Q, a,A

b—e< limi‘nff <limsup f > b+e.
@, a,A

Mivel ez barmely € > 0-ra igaz, liminf, 4 f = limsup, 4 f = b.

Megforditva, ha liminf, 4 f = limsup, 4 f = b, akkor barmely € > 0-hoz léteztenek olyan Uy és U,
pontozott kornyezetek, amelyekre f{ULNA) C(b—e,00) s f(UyNA) C (—o0,b+ g). Az U=UnU,
pontozott kornyezetre f(UN) C (b —¢,b+ ). Tehat barmely e-hoz taldlhato olyan U kornyezet, amire
f(UNA) C B(b,e), vagyis lim, 4 f = b.

(4) Kovetkezik (3)-bol. O
15. Tétel.

(a) Ha « torloddsi pontja az A C R és B C R halmazoknak is, tovabbd f olyan valds értéki figguény,
ami értelmezett az o eqy Uy pontozott kornyezete és AU B kizds részén, akkor

limsup f = max (hm sup f, lim sup f) és liminf f = min (hm inf f, hm mf f)
o,AUB oA o,B o,AUB

(b) Ha « torldddsi pontja az A C R és B C R halmazoknak is, tovabbd f olyan valds értéki figguény,
ami értelmezett az o eqy Uy pontozott kornyezete és AU B kidzds részén, akkor

lim f=06 < lmf=lmf=p5

a,AUB

(c) Ha az f valds értékd fiigguény értelmezett az a szam egy Uy pontozott kirnyezetében, akkor
imf=pF <« lmf=Ilmf=07g;

Biz. (a) Csak a limsup-ra vontakozé allitast igazoljuk, indirekt. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy

limsup, 4 f < limsup, p f, vagyis max (lim sup, 4 f,limsup, 5 f) = limsup, 5 f.
Ha lim sup,, 4,5 f < max (lim sup, 4 f,limsup, g f ), akkor van olyan b szam, amire

limsup f < b < limsup f.
a,AUB a,B

Mivel limsup,, 4,5 f < b, van olyan U pontozott kornyezet, hogy Vo € U N (AU B) f(z) < b. Mivel pedig
b < limsup, p f, van olyan z € U N B, amire f(x) > b. ez a kettd ellentmond egymasnak.
Megfordiva, ha lim sup,, 4,5 [ > max (lim sup, 4 f,limsup,, 5 f), akkor van olyan b, amire

limsup f <limsup f < b < limsup f.
a,A a,B a,AUB

Ekkor vannak olyan Ul, U2 pontozott kérnyezetek, amikre Vr € (U, N A) f(x) < b, illetve Vo € (Uy N
B) f(z) < b. Legyen U = U; N Uy. Mivel b < limsup, aup f, van olyan x € UN (AU B), amire f(z) < b.

Ha z € A, akkor z € UNA c Uy NA, tehat f(z) > b, ellentmondas. Hasonléan, ha z € B, akkor
xe€UNB CUyN B, tehat f(z) > b, szintén ellentmondés.

(b) Ha lim, aup f = 3, akkor az (a) rész szerint
_ RTI o o o <
15} a}i‘rgB f 1&1;14 LlJ%f f = min (1112 inf f, 1113 énf f) <
< liminf f,liminf f < limsup f,limsup f <
a,A a,B a,A a,B

< max (limliéxnff, lim;:_?nf f) = hmsupf = hm =20,



ami csak ugy lehetséges, ha liminf, 4 f = liminf, p f = limsup, 4 f = limsup, 5z f = 3, vagyis ha
lim, 4 f =lim, g f = B.
Megforditva, ha lim, 4 f = lim, g f = [, akkor, szintén az (a) rész szerint,
l(llrgé%ff = min (hr(rll’knf f, hrgénf f) = min (EIE f, Ll{%l f) =0,
és
limsup f = max (hmsup f,lim sup f) = max (lim f,lim f) = f.
a,AUB a,A a,B a,A «o,B
(c) Ez az allitas speciélis esete a (b) allitdsnak, ha A, B halmazokat az a szam jobboldali, illetve
baloldali kérnyezeteinek valasztjuk. [

3.3. Hatarérték és egyenl6tlenségek

A hataratmenet és kiillonbo6z6 valtozatait fiiggvényekre is kimondatjuk. A bizonyitéasok egyszertien atitha-
tok.

16. Tétel. (1) Ha valamilyen U pontozott kirnyezet és A metszetén f < g, akkorlim sup, 4 f < limsup, 4 g
és liminf, 4 f <liminf, 4 g.
(2) Ha limsup,, 4 f < liminf, 4 g, akkor egy pontozott kirnyezet és A kizds részében f < g.

Biz. (1) A 3. lemma (2a) szerint létezik olyan (x,) sorozat, amire =, € A, x,, # a, x, — « és f(x,) —
limsup,, 4 f. Erre a sorozatra 3 lemma (1) szerint

limsup f = lim f(z,) = limsup f(z,) < limsup g(z,) < limsupg.

a,A a,A

(2) Valasszunk egy olyan b szdmot, amire limsup, 4 f < b < liminf, 4 g. Ekkor vannak olyan Uy, Us

pontozott kornyezetek, amikre Vz € (U1 NA) f(z) < b, illetve Vo € (U,NA) g(x) > b. Legyen U = Uy N1,
erre a pontozott kérnyezetre Yz € (U N A) f(z) < b < g(x),

4. Kovetkezmény. (1) Ha valamilyen U pontozott kornyezet és A metszetén f < g, tovdbbd lim, 4 f és
lim, 4 g létezik, akkorlim, 4 f <lim, 4 g. (Hatdrdtmenet)
(2) Ha lim, 4 f < lim, 4 g, akkor egy pontozott kirnyezet és A kozds részében f < g.

17. Tétel (Tétel (rendér-elv)). (1) Ha valamilyen U pontozott kornyezet és A metszetén f < g < h,
tovdbbd liminf, 4 f = limsup, 4 h = b, akkor lim, 4 g = b.

(2) Ha valamilyen U pontozott kérnyezet és A metszetén f < g < h, tovibbd limy 4 f = limy 4 h = b,
akkor lim, 4 g = .

(3) Ha valamilyen U pontozott kirnyezet és A metszetén |f| < g, tovdbbd limg 4 g = 0, akkor limy 4 f =
0.

(4) Ha az a szdm valamilyen U pontozott kérnyezete és az A > a halmaz metszetén f < g < h,
f(a) = g(a) = h(a) tovdbba f és h folytonos a-ban az A halmazra szoritkozva, akkor a g figguény is
folytonos a-ban az A halmazra szoritkozva.

Biz. (1-3): A sorozatokra vonatkozo renddr-elv bizonyitasat egy az egyben atirhatjuk.

(4) Ha a izolalt pont, akkor az alitas trividlis, mert minden fiiggvény folytonos a-ban. Ha a torlodési
pont, és az (1) allitdsban b helyére a g(a) szamot irjuk, azt kapjuk, hogy lim, 4 ¢ = g(a), ami ekvivalens
a folytonossaggal.

18. Tétel (végtelen rendér-elv, honvéd-elv). (1) Ha valamilyen U pontozott kirnyezet és A metsze-
tén f < g, tovdbbd lim, 4 f = oo, akkor lim, 4 g = 00

(2) Ha wvalamilyen U pontozott kirnyezet és A metszetén f < g, tovdbbd lim, g = —oo, akkor
lim, 4 f = —o0.

Biz. A sorozatokra vonatkozo rendér-elv bizonyitéasat egy az egyben atirhatjuk.
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3.4. A fiiggvényhatarértékre vonatkoz6é Cauchy-kritérium

19. Tétel (Cauchy-kritérium). Legyen a € RU{oco, —oc} torldddsi pontja az A halmaznak, U, pontozott
kornyezete a-nak, tovabba f olyan valds értékd figgvény, amire UyN A C D(f).
Az f fiigguénynek akkor és csak akkor létezik véges hatdrértéke az a pontban az A halmazra szoritkozva,
ha
Ve>0 3UCU, VYo,ye (UNA) |f(x)— fly)] <e.

Biz. (=) Legyen b = lim, 4 f. A hatéarérték definicioja szerint

Ve>0 30U CU, Voe(UnA) |f(x)—b|<%.

Ezért
€

225.

. . . e

ve>0 3UCUy Voye(UNnA) [flz) = fly)l <[flz) =b+]b-fly)l <5+

(<) Vegyiink egy tetszdleges pozitiv e-t, és az ehhez tartozo U pontozott kornyezetet. Ezutan pedig
valasszunk és rogzitsiink ki egy y € (U N A) szamot. A kritérium szerint

Vee (UNA) fly)—e<f(z)<fly)+e
fly) =& <liminf f < limsup f < f(y) +e.
@ a,A

Az utobbi egyenl6tlenséghdl lathatnuk, hogy liminf, 4 f és limsup,, 4 f is véges, tovabba

0 <limsup f —liminf f < (f(y) +¢) = (f(y) — &) = 2.

a,A @,

Tehét, liminf, 4 f és limsup, 4 f véges, a kiilonbségiik pedig barmilyen pozitiv szamnal kisebb. Vagyis
liminf, 4 f = limsup, 4 f, a hatarérték létezik és véges. [

3.5. Az atviteli elv

3. Lemma.
(1) Tetszdleges olyan (x,) sorozatra, amire x, € A, x, # o és x, — «, teljestil, hogy

limjiqnff < liminf f(x,) < limsup f(z,) < limsup f.
«, a,A

(2a) Létezik olyan () sorozat, amire x, € A, x, # a, 1, — a és f(x,) — limsup, 4 f.

(2b) Létezik olyan (yn) sorozat, amire y, € A, Yp # &, Yp — « €s f(yn) — liminf, 4 f.

(2c) Létezik olyan (z,) sorozat, amire z, € A, z, # «, z, — «, liminf f(z,) = liminf, 4 f és
limsup f(2,) = limsup foaf.

Biz. (1) Csak az limsup f(x,) < limsup, 4 f egyenléséget igazoljuk. A liminf-re vonatkozo egyenlStlenség
ugyanigy megy, a kozéps6t pedig mar bebizonyitottuk.

Tegyiik fel indirekten, hogy limsup f(z,) > limsup,, 4 f; ekkor vélaszthatunk egy olyan b valos szamot,
amire

limsup f < b < limsup f(x,).
a,A

A 2. lemma szerint az c-nak van olyan U pontozott kérnyezete, amire f (U ) minden eleme kisebb, mint
b. Mivel z,, — «, mikdzben x,, # «, ebbdl kivetkezik, hogy véges sok kivétellel x,, € U, ezért az is igaz,
hogy véges sok kivétellel f(z,) < b. Ez viszont ellentmond annak, hogy limsup f(x,) > b.

(2a) Legyen 8 = limsup, 4 f. Definidljuk o és 3 kérnyezeteinek egy-egy U,, illetve V,, = (yy,6n)
(n=1,2,...) sorozatat a kovetkez6képpen: tetszéleges n pozitiv egészre legyen
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B(a, %) ha o véges, B(, %) ha [ véges,
U, =1 (n,0) ha o = o0, Vo =1 (n,0) ha § = oo,

(—o00,—n) ha a = —o0; (—o0,—n) ha = —o0.

Tetsz6leges n-re a 2. lemma (la) miatt van a-nak olyan W, pontozott kirnyezete, amire barmely
z € (W,NA)-ra f(z) < d,. A lemma (2a) miatt pedig valaszthatunk olyan olyan z, € (U, N W, N A)
elemet, amire f(z,) > 7,. Erre az elemre tehat f(x,) € V.

Mivel z, € (W, N A), igaz, hogy = € A és x, # a.

Mivel z,, € U,, teljesiil, hogy z,, — a.

Mivel pedig f(z,) € V,, az is igaz, hogy f(z,) — 3. O

(2b) Ugyanugy, mint (2a).

(2¢) Vegyiink egy-egy olyan sorozatot, amit a (2a) és a (2b) biztosit, és fésiiljiik Ossze Sket. Az
Osszefésiilt sorozatnak liminf, 4 f és limsup, 4 f is torlodasi pontja; az (1) miatt viszont nincs ezeknél
nagyobb, illetve kisebb torlodési pont.

20. Tétel (a hatarértékre vonatkozé atviteli elv). Legyen o € R, és A C R olyan szimhalmaz,
amelynek o torléddsi pontja. Legyen tovdbbd f olyan figguény, ami értelmes az ANUy halmaz pontjaiban,
ahol Uy az o egy pontozott kirnyezete.

Akkor és csak akkor teljesiil limg 4 f = (3, ha valahdnyszor egy (x,) sorozatra {x,} C (Uy N A) és
T, — «, akkor f(x,) — [.

Biz. = Ha {z,} C (UyN A) és x,, — a, akkor f(z,) — (3, akkor a 3. lemma (1) miatt

B = liIEf = limliéxnff < liminf f(z,) < limsup f(z,) < limsup f = liIEf =0,
a, a, a,A @,

tehat
liminf f(z,) = limsup f(z,) = .

< Legyen (z,) olyan sorozat, amelyre {z,} C (Uy N A), 2, — «, liminf f(z,) = liminf, 4 f és
limsup f(z,) = limsup f, af. llyen a 3. Lemma (2c) szerint létezik. A feltétel miatt azonban az is igaz,
hogy f(zn) — B3, e harombol egyiitt pedig kévetkezik, hogy liminf, 4 f = limsup, 4 f = 8. O

21. Tétel (a folytonossagra vonatkozoé atviteli elv). Legyen a valds szim, és A C R olyan szdmhal-
maz, amelynek a eleme. Legyen tovdbbd f olyan fiigguény, ami értelmes az ANUy halmaz pontjaiban, ahol
Uy az a egy kérnyezete.

Az f fiigguény akkor és csak akkor folytonos az a pontban az A halmazra szoritkozva, ha valahdnyszor
egy (x,,) sorozatra {x,} C (UyN A) és x, — a, akkor f(x,) — f(a).

Biz. = Legyen b = f(a), és tekintsiink egy tetszéleges, a-hoz tarté (x,,) sorozatot az A halmazban.

A folytonossag miatt tetszéleges € > 0-hoz létezik egy olyan §, amire f(B(a,0) N A) C B(b,&). Mivel
T, — a, elég nagy n-re x, € (B(a,0) N A), ezért f(z,) € B(b,e). Tehat f(x,) — b.

< Ha a izolalt pontja A-nak, akkor az allitas trividlis. Ha a torlodési pont, akkor a hatarértékre
vonatkozo6 atviteli elv miatt lim, 4 f = f(a), tehat f folytonos a-ban az A halmazra szoritkozva. [
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4. Kompakt halmazon folytonos fiiggvények

5. Definicié. (a) A H C R halmaznak az a € R szam ,belsé pontja”, ha van olyan r > 0, amire B(a,r) C
H. A H belsd pontjainak halmazdt a H belsejének nevezzik, és int H-val jeldlyiik.

(b) A H C R halmaznak az a € R szdm ,kiilsé pontja”, ha van olyan r > 0, amire B(a,r) NH ={. A
H kiilsd pontjainak halmazdt a H kiilsejének nevezzik, és ext H-val jeldlyiik.

(c) A H C R halmaznak az a € R szam ,hatdrpontja”, ha sem belsd, sem hatdrpont. Mads széval,
minden r > 0-ra a B(a,r) kirnyezet tartalmaz H-bdl és (R '\ H)-bol is elemet. A hatdarpontok halmazit a
H hatardnak nevezziik, és OH -val jeloljiik.

Tetsz6leges H halmaz harom, paronként diszjunkt részre bontja a szamegyenest: H belsejére, kiilsejére
és hataréra.

6. Definicié. (a) A H C R halmaz nyilt, ha minden eleme belsé pont, azaz H C int H; mds szdval, ha
diszjunkt a hatdrdval.
(b) A H C R halmaz zdrt, ha tartalmazza a hatdrdt, azaz a komplementuma minden eleme kiilsé pont.

22. Tétel. Tetszdleges H halmazra teljesiilnek a kévetkezdk:
(a) int(int H) = int H, azaz int H nyilt.
(b) int(ext H) = ext H;
(c)int H és ext H nyilt, OH zdrt.

Biz.
23. Tétel. Egy H C R halmaz akkor és csak akkor zdrt, ha minden véges torloddsi pontja eleme.
Biz.

24. Tétel (Borel fedési tétele). Ha G, (o € A) nyilt halmazok egy rendszere, és [a,b] C U Ga, akkor
acA
van olyan véges B C A halmaz, amire |a, b U Go. Mds szoval, [a,b] minden nyilt fedése tartalmaz

acB
véges részfedést.

Biz. Nevezziink egy ¢ € [a,b] szamot jonak, ha az [a, b] intervallumot lefedi véges sok G, unidja. Az a
pontot valamelyik halmaz fedi, ezért az a szam biztosan jo. A jo szaimok halmaza nem iires (egy eleme a)
és felss korlatos (pl. a b fels6 korlat). Legyen d a jo szamok szuprémuma; ekkor d € [a, b].

A d szamot lefedi valamelyik G, halmaz, Mivel G, nyilt, tartalmazza d egy kornyezetét is: B(d,e) C
G4, valamilyen € > O-ra.

Mivel d a jo szamok szuprémuma, a B(d, )N [a, d] intervallum tartalmaz legalabb egy jo szamot; legyen
ez g. Ekkor [a, g]-t lefedi valamilyen G,,,...,G,, véges rendszer. Ha ehhez hozzavessziik a G,, halmazt
is, ez az n + 1 halmaz egyiitt lefedi az [a,d + €) és vele egyiitt az [a, d] intervallumot is.

Ebbdl kévetkezik, hogy d is j6 szam, s6t [d, d + &) N[a, b] minden eleme jo. Viszont nincs d-nél nagyobb
jo szam, ami csak ugy lehetséges, ha d = .

Tehat b = d jo szam. [

7. Definicié. Egy K C R halmaz kompakt, ha K minden nyilt fedése tartalmaz véges részfedést. Ezzel a
definicioval Borel fedési tétele azt mondja, hogy minden korldtos, zdrt intervallum kompakt.

25. Tétel. Egy K C R halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.
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Biz. (=) Tegyiik fel, hogy K C R kompakt.

Elgszor azt igazoljuk, hogy K kolratos. Az (—a,a) alakt intervallumok (a > 0) lefedik K-t, ezért ezek
koziil véges sok is lefedi, ezek kozott pedig van egy legb&vebb. Tehat valamelyik (—a, a) tartalmazza K-t,
igy K-nak a fels§, —a pedig alsé korlatja.

Most azt igazoljuk, hogy K zart, azaz a komplementuma nyilt, azaz R \ K minden eleme kiils6 pontja
K-nak. Vegyiink egy tetszéleges p € R\ K pontot. Azt akarjuk megmutatni, hogy p kiils6 pont.

Legyen minden 7 > 0 esetén G, = R\ B(p,r) = {r € R : |x — p| > r}. Ez nyilt halmaz, és az &sszes
ilyen halmaz egyiitt lefed minden p-t6l kiilonb6z6 pontot. Mivel K kompakt, véges sok ilyen G, is lefedi
K-t, ezek koziil a legh6vebb egymaga is lefedi. Tehat van egy olyan r, amire K C G,.. Ekkor viszont
B(p,r) diszjunkt K-val, kbvetkezésképp p kiils6 pont.

(<) Most tegyiik fel, hogy K korlatos és zart. Azt igazoljuk, hogy K kompakt. A Borel fedési tételbdl
méar tudjuk, hogy a korlatos zart intervallumok kompaktak.

Legyen [a, b] egy korlatos zart intervallum, ami tartalmazza K-t.

Legyen G, (o € A) a K halmaz egy tetszbleges nyilt fedése. Vegyiik hozza a fedéshez az R\ K nyilt
halmazt. Igy egy olyan rendszert kapunk, ami a teljes szamegyenest fedi. A Borel tétel szerint ennek egy
véges része is fedi [a, b]-t: 1étezik olyan B C A véges halmaz, amire [a, b] C ( U GoUR\ K )) Ekkor

a€EB

K=la,bNKC (U GaU(R\K)> nKc |G

aeB aEB

Ezzel K tetszéleges nyilt fedésébdl kivalasztottunk véges részfedést, tehat K valoban kompakt. [

26. Tétel (Weierstrass). Minden kompakt, nem tres halmazon folytonos figguénynek van legnagyobb és
legkisebb értéke.

Biz. Indirekt. Legyen M = supy f, és tegytik fel, hogy f nem veszi fel az M értéket.

Tetsz6leges a € K pontra f(a) < M, tehat valaszthatunk olyan m(a) szamot, amire f(a) < m(a) <
M. Mivel f folytonos az a pontban a K halmazra szoritkozva, van olyan d(a) > 0, hogy minden = €
(B(a,0(a)) N K) esetén f(z) < m(a).

A B(a,d(a)) halmazok nyiltak, és lefedik K-t. Mivel K kompakt, a fedésbdl kivalaszthato egy véges
részfedés, azaz vannak olyan aq, as, . .., a, € K elemek, amikre K C U B(ai, 0(a;)). Az n szam barmilyen

i=1
nagy lehet, de véges. Tovabba, mivel K nem iires, n > 1.
Minden = € K pontot lefed valamelyik B(a;, d(a;)). Erre az ¢ indexre

f(@) < m(a;) <max (m(a), m(az),...,m(a,)) < M.

Ekkor azonban max (m(al), o ,m(an)) egy felss korlatja az f fiiggvénynek, ami ellentmond annak, hogy
M a legkisebb felsé korlat. [J

13



5. Megszamlalhato halmazok

A tankonyvon kiviil két fontos halmazelméleti tételt tanultunk. FEzek bizonyitasat ugyan nem kérem
szamon a vizsgan, de azért érdemes ismerni.

27. Tétel (Cantor-Schéder-Bernstein). Ha A, B halmazok, és léteznek f : A — B ésg: B — A
injekciok, akkor létezik A — B bijekcio is.

Biz. A két halmazt fel fogjuk bontani két-két diszjunkt részre: A = Ay U Ay, B = By U B, gy, hogy
f(Ay) = By ¢s g(By) = Ay. Ezzel (f|A;) U (g|Ba)™! egy A — B bijekci6 lesz.

Legyen minden X C A-ra h(X) = A\ (B f(X)). Olyan A; halmazt keresiink, amire h(A;) = A;.

A h leképezés rendezéstarto: X C Y C A esetén h(X) C h(Y).

Nevezziink egy X C A hamazt  kicsinek”, ha X C h(X); pl. az iires halmaz kicsi. Legyen K = {X C
A: X C h(X)} a kicsi részalmazok halmaza. Legyen A; a kicsi halmazok unidja: A; = |J X. Erre a

XEK

halmazra h(A;) = h( U X) D U h(X) D U X = Ay, tehat A; maga is kicsi; A; a legbGvebb kicsi

XeK XeK XeK
halmaz.

A rendezéstartosag miatt Ay C h(A;)-bol kévetkezik, hogy h(A;) C h(h(A;)). Tehat a h(A;) halmaz
is kicsi. Mivel minden kicsi halmaz részhalmaza A;-nek, tehat h(A;) C A;. Ezzel bebizonyitottuk, hogy
h(A;) = A;.

(A bizonyitas a legnagyobb fixpontot konstrualja meg. Hasonléan, a ,nagy” halmazok metszeteként
kapjuk a legkisebb fix pontot. V6. a Tarski-Knaster fixponttétellel)

28. Tétel. Tetszileges H halmazra |P(H)| > |H]|.
Biz. (atlés modszer) Létezik H — P(H) injekcio, pl. x — {z}. Tehat |P(H)| > |H].
Tetsz6leges f : H — P(H) fiiggvényre H = {x € H : x ¢ f(x)} nincs benne f képhalmazaban, mert

ha valamely x¢ € H-ra f(xo) = H lenne, akkor xy € H < 9 € f(x0) < x¢ & H lenne, ami ellentmondas.
Tehat nem létezik sziirjektiv H — P(H) leképezés.
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6. Trigonometrikus és hiperbolikus azonossagok

6.1. Trigonometrikus azonossagok

cos’x +sin?x = 1; sin(kw) =0; cos(kmw) = (—1)%; sin(kr + g) = (=1)*  cos(km + g) = 0;

cos(r +m) = —cosx; sin(z+7m)=—sinz; cos(x+ 2w)=cosx; sin(x+ 27) = sinz;
cos(m —x) = —cosz; sin(r —x) =sinx; cos(—z) =cosx; sin(—zx) = —sinz;
T T 7r _ 7T :
5111(5 — ) = cosx; 5111(5 + x) = cos x; 005(5 — ) = sinx; COS(§ + x) = —sinux;

sin(z +y) =sinzcosy + cosxsiny; sin(x — y) = sinx cosy — cos x sin y;

cos(x +y) = coszcosy —sinxsiny; cos(x — y) = cosx cosy + sin x sin y;

2 2

sin2z = 2coszsinx; cos2z = cos’x —sin’x = 2cos’x — 1 =1 — 2sin? ;

tgr +tgy tgxr —tgy 2tgx
tgle+y) === -y =—"————; tg2r=-———3—
1—tgaxtgy 1+tgartgy 1—tg“x
tgzctgy — 1 tg  ct 1 tg?x — 1
ctg(:c+y):—chcgy ; ctg(x—y):—chcgy+ ; ctg2x:7Cg ’
ctgxr +ctgy ctgy —ctgx 2ctgx
o l4coswx .o 1—cosx to T sin
cCOS" — = ————:; SIn”" — = —; -
2 2 2 2 %2 T Ticose
cos(x + y) + cos(z — y)
COST COSY = 5
. cos(z — y) — cos(z + y)
sinzsiny = 5
, sin(z + y) + sin(z — y)
sinzcosy = 5
) ) . Tty x—y ) . Tty . T—yY
sinz + siny = 2sin 5 COS 5 sinz — siny = 2 cos 5 Sin—
Tty T—y .ty T—y
cos T + cosy = 2 cos 5 008 5 cosT — cosy = —2sin 5 Sl —

6.2. Hiperbolikus trigonometrikus azonossagok

chx:%; shx:%; ch’z —sh?z =1

shz e -1 1—e 2 h 241 l4e
thax = = = ; cthe = & = ¢ R

chrx e*®4+1 1+e 2= shx e -1 1—e2=

sh(z +y) =shazchy+ chxzshy; sh(x—y)=shzchy— chxshy;
ch(zx +y) =chxchy+shxshy; ch(r—y)=chzchy—shzshy;
sh2z =2chashz; ch2r =ch?z+sh’z =2ch?z —1 =1+ 2sh®z;

thz 4 thy thx —thy 2thzx
th = 7. thiz—y)=—— —7 -
) = T memy MY T T mrmy BT
1+ cthxcthy 1 —cthaxcthy cth?z + 1
th - 777 eth(z—y) = ——— "7 th2%p = —
cth(z +y) cthz +cthy ’ cth(z —y) cthax — cthy ’ et 2cthx
h 1 he —1 h hz —1 h 1 h
ged _Chetl o gow che—1o o she che—1 @ chatl  she
2 2 2 2 2 chx+1 sh x 2 sh x chzr —1
arshx:log(x—i-\/:cQ—l—l); archx:log(x—i-v:cQ—l);
1 1 1 1-—
ar the = = log —i—x; ar cthx = = log *
2 1l—x 2 1+2x
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