Valés analizis gyakorlat, 2012. szeptember 19.

1. Legyen f : A — B. Igaz-e, hogy
(a) VX,Y € P(A) f(X)U f(Y) = f(XUY)?
(b) VX, Y € P(A) f(X)N f(Y) = f(XNY)?
() VXY € P OO\ ) = S\ 1)
(d) VX, Y € P(B) f1(X) U f (V) = (X UY) 7
(e) VXY € P(B) f(X)N f(Y) = f{(XNY)?

(f) VX, Y € P(B) f71(X)\ f‘l(Y) = fTHX\Y)?
Igazak-e ugyanezek injektiv, illetve sziirjektiv fiiggvényekre?
2. [gazoljuk a testaxiomak felhasznédlasaval a kovetkezoket.
Ha ab = 0, akkor a = 0 vagy b = 0;
—(—a) = a;
(a—=b)—c=a—(b+c);
—a= (1) a;
(a/b) - (¢/d) = (a-c)/(b-d).
3. Vezessiik le a test- és rendezési axiémakbdl, hogy Va € R a? > 0.

4. Mutassuk meg, hogy a komplex szamok testét nem lehet rendezni gy, hogy a rendezési axiomak
teljestiljenek.

5. Cseréljiik a rendezési axidomakat a kovetkezokre.

10’. Minden valés szam vagy 0, vagy pozitiv, vagy negativ.

11°. x akkor és csak akkor pozitiv, ha —z negativ.

12’. Barmely két pozitiv szam 0Osszege pozitiv.

13", Barmely két pozitiv szam szorzata pozitiv.

A < relaciot definidljuk a kovetkezdképppen: a < b akkor és csak akkor, ha b — a pozitiv.

Mutasssuk meg, hogy ezekbdl kovetkeznek az eredeti rendezési axiémak.
6. Egy valés egyiitthatos, raciondlis tort fiiggvényt (két polinom hanyadosat) nevezziink pozitivnak, ha
a szamlald és a nevezo féegyiitthatdja azonos elGjeli. Ellendrizziik, hogy ezzel a rendezéssel a raciondlis
tort fliggvények rendezett testet alkotnak.
7. Legyen R rendezett test. Az R egy részhalmazét nevezziik ,,szépnek” ha0 € H ésVx € H (z+1) € H.
Legyen N az Osszes szép halmaz metszete.

(a) Miért értelmes ez a definici6?

(b) Igazoljuk, hogy N szép halmaz.

(c) Igazoljuk, ha egy t(x) tulajdonsdgra t(1) AVz € N (t(z) = t(z + 1)), akkor Vz € N t(z).

(d) Igazoljuk, hogy N minden nemiires részhalmazanak van legkisebb eleme.

Hazi feladatok

8. Legyen f : A — B, éslegyenek X; (1 € I) egy B részhalmazaibdl 4ll6 halmazrendszer. Igaz-e biztosan,
hogy

@ (UX)=Uix)? o (NX) =N

iel il iel iel

9. [gazoljuk a testaxiomak felhasznédlasaval a kovetkezoket.

(—a) - b= —(ab);

1/(a/b) = b/a;

(a-b)+c = a-(b-c).

1 1
10. Vezessiik le a test- és rendezési axiéméakbdl, hogy ha a < b < 0, akkor 3 < —<0.
a

11. Igazoljuk, hogy ha x egy kétvaltozos, asszociativ miivelet, akkor az a; xas *. . . *a, kifejezés barmely
zardjelezésének ugyanaz az eredménye.

12. A derékszogii koordinatarendszerben bizonyos racspontokat megmérgeztek ugy, hogy tetszoleges n-
re az r + y < n tartomanyban legfeljebb n mérgezett pont van. Egy bolha az origébdl indulva ugral,
mindig vagy a (0, 1), vagy az (1,0) vektorral ugrik. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan végtelen hosszu
utvonal, amin elkeriilheti a mérgezett pontokat.
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