Valés analizis gyakorlat, 2012. szeptember 21.

1. Cseréljiik a rendezési axiéméakat a kovetkezokre.
R1’. Minden valés szam vagy 0, vagy pozitiv, vagy negativ.
R2’. x akkor és csak akkor pozitiv, ha —z negativ.
R3’. Barmely két pozitiv szam 0sszege pozitiv.
R4’. Barmely két pozitiv szam szorzata pozitiv.
Ezek utdn a < relaciét definialjuk a kovetkezoképppen: a < b akkor és csak akkor, ha b — a pozitiv.
Mutasssuk meg, hogy ezekbol kévetkeznek az eredeti rendezési axiémak.

2. Egy valds egyiitthatds, raciondlis tortfiiggvényt (két polinom hanyadoséat) nevezziink pozitivnak, ha
a szamlalo és a nevezo foegyiitthatéja azonos eléjelli. Ellenorizziik, hogy ezzel a rendezéssel a raciondlis
tortfliggvények rendezett testet alkotnak.

3. Igazoljuk, hogy minden valés szamnal van nagyobb kettohatvany.
4. Teljestil-e a racionalis tortfiiggvények rendezett testében az Arkhimédészi axioma?
5. Mutassuk meg, hogy ha egy rendezett testben Q stirii, akkor a test arkhimédészi.

6. A Cantor-axiomaban megkoveteltiik, hogy az egymasba skatulyazott intervallumsorozat korlatos, zart
és nemiires intervallumokbdl alljon. Ellendrizziik, hogy a Cantor-axiéma allitdsa nem marad igaz, ha
barmelyik feltételt elhagyjuk.

7. Legyen a; = 1 és apq = a, + é [gazoljuk, hogy minden P valdés szamhoz van olyan n pozitiv egész,
emire a, > P.
8. Ismert, hogy ha n elég nagy pozitiv egész, akkor n3 és (n + 1)® kozott mindig van primszam. Bi-
zonyitsuk be, hogy létezik olyan a pozitiv valés szam, amire tetszoleges n pozitiv egész esetén [a?’n}
prim.

(K6Mal.)

Hazi feladatok

9. Olvassatok el a Hogyan fogjunk oroszlant? c. cikket (http://www.komal.hu/cikkek/kg/oroszlan/
oroszlan.h.shtml).
10. Igazoljuk, hogy minden pozitiv valés szamnal van kisebb pozitiv raciondlis szam.
11. Milyen rendezett testekben értelmezhetjiik az egészrészfiiggvényt?
12. Bizonytsuk be, hogy ha egy rendezett testben van olyan intervallum, amiben Q siirdi, akkor a test
arkhimédészi.
13. Teljesiil-e a racionalis tortfiiggvények rendezett testében a Cantor-axiéma?

14. Tetszoleges x1-re definidljuk rekurzivan az z,,1 = z, (:cn + %) sorozatot. Igazoljuk, hogy pontosan

egy olyan z; 1étezik, amire 0 < z,, < 2,41 < 1 barmely n esetén.
(IMO 1985/6)
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