Valés analizis gyakorlat, 2012. szeptember 26.

Els§ ZH: oktéber 19., péntek, 12-14 (gyakorlat helyett)
Miésodik ZH: december 10., hétfs, 14-16 (eléadds helyett)

1. Az el6adason hallott bizonyitas mintdjara, a Cantor és az Arkhimédészi axiomabdl bizonyitsuk
be, hogy tetszéleges a > 0 valds szamhoz és k pozitiv egészhez pontosan egy olyan b > 0 valds szam
létezik, amire a = b*.
2. Az 1-dimenzios Helly-tétel szerint ha I, («a € A) korldtos, zart intervallumok egy rendszere tgy,
hogy koziiliik semelyik ketto metszete nemiires, akkor az Osszes I, metszete sem iires.
(a) Igaz marad-e az 1-dimenziés Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok zéartak?
(b) Igaz marad-e az 1-dimenzids Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok korlatosak?
(c) Igaz-e az 1-dimenzids Helly-tétel a raciondlis szdmok testében?
(d) A Cantor-axiéma segitségével igazoljuk az 1-dimenziés Helly-tételt. (Segitség: egy = valds
szamot nevezzink til kicsinek, ha 3o € A I, C (z, 00), illetve til nagynak, ha 3o € A I, C (—o0, ).
Olyan szdmot keresiink, ami sem nem tul kicsi, sem nem tul nagy.)

3. (a) Igazoljuk, hogy minden intervallum konvex.
(b) Legyen T nem arkhimédészi rendezett test, és K = |J [0,n]. Igazoljuk, hogy a K halmaz

neN+
konvex, de nem intervallum.

(c) Mutassunk példat a raciondlis szamok testében olyan konvex halmazra, ami nem intervallum.

4. Egy H halmazt nevezziink nyiltnak, ha Va € H 3b,c a € (b,c) C H. Melyik nyilt az aldbbi
halmazok koziil?

0 R (a,b) a, b] [1,2] U [3,4] [1,2] U [3,4] Q R\ Z

5. Egy H C R halmazt nevezziink osszefiiggonek, ha tetszoleges A, B C R diszjunkt nyilt halmazok
esetén H C (AUB) = (H C AV H C B). Bizonyitsuk be, hogy

a) R Osszefliggd;

b) R minden konvex részhalmaza Osszefiiggd.

c) a raciondlis tort fiiggvények teste nem Osszefiiggd.

6. Legyen R rendezett test, A={r e R: 2> >2}ésB={x e R: 2* <2}
(a) Mutassuk meg, hogy az A és B halmazok nyiltak.
(b) Mutassuk meg, hogy ha R osszefiiggd, akkor van olyan a € R, amire a? = 2.
7. A Cantor-axiéma felhasznalasaval adjunk kozvetlen bizonyitast arra, hogy az irraciondlis szamok
halmaza stirti.
Hazi feladatok
8. Ismert, hogy ha n elég nagy pozitiv egész, akkor n3 és (n + 1)® kozott mindig van primszam.

Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan a pozitiv valdés szam, amire tetszoleges n pozitiv egész esetén
[@™"] prf
a’ | prim.

(KoMalL)

9. A H C R halmaz sehol sem siiri, ha Va,b € R (Elc,d eR (a <c<d<b AN HnN(ed) = @))

Bizonyitsuk be, hogy ha Si, Sy, ... sehol sem siirti halmazok egy tetszéleges sorozata, akkor |J S,
n=1

nem tartalmaz intervallumot. (Baire féle kategériatétel)

10. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz az 1-dimenzids Helly-tétel, akkor a testben igaz az
Arkhimédészi és a Cantor-axiéma is, tehat a test izomorf a valés szamok testével.

11. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett test 0sszefiiggd, akkor izomorf R-rel.
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