Valés analizis gyakorlat, 2012. szeptember 28.

1. Korlatosak-e alulrdl, illetve feliilrol a kovetkezo halmazok? Mi a felso, illetve alsé korlataik
halmaza? Mi a maximumuk, a minmimumuk, a szuprémumuk és az infimumuk? Melyik halmaz
konvex?
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2. Milyen H C R halmazokra igaz, hogy

(a) inf H < sup H;

(b) inf H = sup H;

(c) inf H > sup H?
3. Vezessiik le az 1-dimenziés Helly-tételt a legkisebb fels6 korldt tételébdl. (Segitség: vegyiik az
alsé végpontok halmazat.)
4. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz a teljességi axiéma (a legkisebb felsé korlat tétele),
akkor teljesiil a Cantor-axioma is.
5. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben teljesiil a teljességi axiéoma, akkor teljesiil az ar-
khimédészi axiéma is.
6. Bizonyitsuk be Borel fedési tételét: Ha K korldtos, zart intervallum, és I, (o € A) nyilt

intervallumoknak egy olyan rendszere, ami lefedi K-t, azaz K C |J I, akkor van olyan véges
acA
B C A halmaz, amire K C |J I,. (Més széval, K minden nyilt fedésébdl kivilaszthaté véges

acB
fedés.)

7. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz Borel fedési tétele, akkor a test izomorf a valés
szamok testével.

Hazi feladat

8. Legyen (R, <) egy nemiires rendezett halmaz (egy R halmaz, és rajta egy trichotém és tranzitiv
kétvaltozos < relacié). Egy H C R halmazt nevezziink nyiltnak, ha minden x € H-hoz létezik
olyan I nyilt intervallum, amire x € I C H. (Az I intervallum lehet végtelen is.)

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezo allitasok ekvivalensek:

(a) R-ben minden feliilrél korlatos és nem iires halmaznak létezik legkisebb felsd
korlatja.

(b) R-ben minden alulrdl korldtos és nem iires halmaznak létezik legnagyobb alsé
korlatja.

(c) R-ben igaz az 1-dimenzi6s Helly-tétel.

(d) R minden konvex részhalmaza Gsszefiiggd.

(e) R minden intervalluma Osszefiiggd.

(f)
)
)

f

(g) R minden konvex részhalmaza intervallum.

R osszefiiggo.

(h) R-ben igaz Borel fedési tétele.

Adjunk koézvetlen bizonyitast az (a) = (b), (a) = (¢), (¢) = (b), (e) = (h) stb. implikdcidk koziil
minél tobbre; barmelyik allitastél barmelyik allitashoz el lehessen jutni.
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