
Valós anaĺızis gyakorlat, 2012. november 9.

1. Definiáld az ε(δ) függvény folytonosságát a δ = x pontban.

2. Azt mondjuk, hogy az U halmaz ”jobboldali környezete” az a számnak, ha ∃r > 0 [a, a + r) ⊂
U . Igazoljuk, hogy az f függvény akkor és csak akkor folytonos jobbról a-ban, ha f(a) bármely
környezetének f szerinti ősképe jobboldali környezete a-nak.

3. Legyen

f(x) =

{

x ha x ∈ Q;

−x ha x 6∈ Q.

(a) Hol folytonos ez a függvény?
(b) Ellenőrizzük az átviteli elvet a 0-ban és az 1-ben.

4. Igazoljuk, a defińıcióból és az átviteli elvvel is, hogy ha f korlátos az a szám egy pontozott
környezetében, g folytonos a-ban és g(a) = 0, akkor fg folytonos a-ban.

5. Legyen f értelmes a 0 egy jobboldali pontozott környezetében. Bizonýıtsuk be a defińıcióból és az
átviteli elvvel is, hogy ha lim

x→+0
f(x) és lim

x→∞

f(1/x) közül valamelyik létezik, akkor a másik is létezik,

és egyenlőek.

6. Hogyan definiálhatnánk egy függvény alsó és felső határértékét?

7. Mi a Dirichlet- és a Riemann-függvény limsup-ja és liminf-je tetszőleges pontban? Hol van
határértéke a két függvénynek?

8. Az f : R → R függvény folytonos, és tetszőleges a > 0 esetén f(n · a) → 0. Igazoljuk, hogy
lim
∞

f = 0.

Házi feladatok

9. Tudjuk, hogy lim
x→−∞

{x} nem létezik. Mutassunk példát olyan x
n

sorozatra, amire x ց −∞ és
az {x

n
} sorozatnak nincs határértéke.

10. Igazoljuk, hogy egy f : R → R függvény akkor és csak akkor folytonos minden pontban, ha
minden zárt halmaz ősképe zárt.

11. Igazoljuk, a defińıcióból és az átviteli elvvel is, hogy ha f korlátos az α egy pontozott környe-
zetében és lim

α

g = 0, akkor lim
α

(fg) = 0.

12. Igaz-e, hogy ha egy R → R függvénynek minden pontban létezik (véges vagy végtelen) határértéke,
akkor van olyan pont, ahol folytonos?

13. Mi lehetne az alsó és felső határértékre vonatkozó átviteli elv?
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