Valés analizis gyakorlat, 2012. november 9.

1. Definidld az £(¢) fuggvény folytonossigat a § = x pontban.

2. Azt mondjuk, hogy az U halmaz ”jobboldali kérnyezete” az a szdmnak, ha Ir > 0 [a,a + 1) C
U. lIgazoljuk, hogy az f fliggvény akkor és csak akkor folytonos jobbrdl a-ban, ha f(a) béarmely
kornyezetének f szerinti 0sképe jobboldali kornyezete a-nak.

f(x):{:E ha x € Q;

3. Legyen

—x hax¢Q.

(a) Hol folytonos ez a fiiggvény?
(b) Ellenérizziik az atviteli elvet a O0-ban és az 1-ben.

4. Igazoljuk, a definiciébdl és az atviteli elvvel is, hogy ha f korlatos az a szam egy pontozott
kornyezetében, g folytonos a-ban és g(a) = 0, akkor fg folytonos a-ban.

5. Legyen f értelmes a 0 egy jobboldali pontozott kornyezetében. Bizonyitsuk be a definiciobdl és az
atviteli elvvel is, hogy ha lirilo f(x) és lim f(1/x) koziil valamelyik 1étezik, akkor a masik is 1étezik,
és egyenloek.

6. Hogyan definidlhatnank egy fliggvény alsé és felsd hatarértékét?

7. Mi a Dirichlet- és a Riemann-fliggvény limsup-ja és liminf-je tetszéleges pontban? Hol van
hatarértéke a két fiiggvénynek?

8. Az f : R — R fliggvény folytonos, és tetszbleges a > 0 esetén f(n-a) — 0. Igazoljuk, hogy
lim f = 0.

Hazi feladatok

9. Tudjuk, hogy lim,_, ,.{z} nem létezik. Mutassunk példat olyan z,, sorozatra, amire x \, —oc0 és
az {x,} sorozatnak nincs hatarértéke.

10. Igazoljuk, hogy egy f : R — R filiggvény akkor és csak akkor folytonos minden pontban, ha
minden zart halmaz Osképe zart.

11. Igazoljuk, a definiciobdl és az atviteli elvvel is, hogy ha f korlatos az « egy pontozott kornye-
zetében és lim g = 0, akkor lim(fg) = 0.

12. Igaz-e, hogy ha egy R — R fiiggvénynek minden pontban létezik (véges vagy végtelen) hatarértéke,
akkor van olyan pont, ahol folytonos?

13. Mi lehetne az also és felsd hatarértékre vonatkozo atviteli elv?
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