Valés analizis gyakorlat, 2012. november 14.

1. Mik a Z, Q, R, R\ Z, R \ Q halmazok izolélt, illetve torlédasi pontjai?

2. Legyen « az A és B halmazok kozos torlédasi pontja, és f valds értéki fiiggvény, ami értelmes az
a egy pontozott kornyezetében. Igazoljuk, hogy

a}kISBf:maX<E7I£1f,E%1f), és Q%Bf:mln(g,_rilf,g’_rgf).

3. frjuk fel a Cauchy-kritériumot ¢, d, K, L stb. bettikkel az a =1, a = a + 0, @« = —o0 esetekben!

4. Ellenérizziik a Cauchy-kritériumot az lim0 \/x hatdrértékre.
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5. Igazoljuk, hogy ha az f : (0,00) — R fliggvényre Ve > 0 3K > 0 Vz,y > K |f(x) — f(y)| < Tl
x

akkor lim f 1étezik és véges.

6. Az f fliggvény ”Lipschitz tulajdonsdgi”, ha 3K € R Va,y € D(f) |f(x) — f(y)] < K|z — y|.
Bizonyitsuk be, hogy ha f Lipschitz az a pont egy kornyezetében, akkor ott folytonos is.

7. Igazoljuk, hogy minden nem iires perfekt halmaz kontinuum szamossagu.

8. Nevezziink egy H C R halmazt perfektnek, ha zart, és nincs izolalt pontja. Igazoljuk, hogy minden
zart halmaz felbonthato egy megszamlalhaté és egy perfekt halmaz unidjara.

Hazi feladatok

9. frjuk fel a Cauchy-kritériumot ¢, d, K, L stb. betiikkel az a« =0, a = a — 0, a = oo esetekben!

10. Ellenérizziik a Cauchy-kritériumot az lim {x} hatarértékre.
T—00

11. Bizonyitsuk be, hogy ha f Lipschitz tulajdonsidgi az (a,a + dp) intervallumban, akkor liJrr% f

létezik és véges.

12. Bizonyitsd be, hogy ha f : (0,1) — (0,00), és minden z,y-ra f(z) < (1 +y)f(y), akkor f-nek
véges jobboldali hatarértéke van a 0-ban.

13. Legyen « torlédasi pontja az A halmaznak, és legyen f értelmes az A és az « hely egy pontozott
kornyezetének kozos részében. Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan B, C' C A halmazok, amelyeknek
a torlodasi pontja, tovabba

lim f(x)= lm f(z) és lim  f(z)= lim f(x).

z—a, T€EA r—a, TEB r—ra, TEA z—a, el

14. Legyen f : [a, b] — [a, b] folytonos fliggvény, és legyen p € [a, b]. Definidljuk a py, p1, ... sorozatot
apo =P, Pot1 = [(pn) rekurziéval. Igazoljuk, hogy ha a T, = {p, : n =0,1,2,...} halmaz zart,
akkor véges.

(IMC)
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