Valés analizis gyakorlat, 2012. november 21.

1. Igazoljuk, hogy minden pératlan foku, valds egytitthatés polinomnak van valés gyoke.

2. Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — [a,b] folytonos, akkor létezik olyan ¢ € [a, b], amire f(c) = c.
lgaz-e ez az éllités (a,b) — (a,b) fliggvényekre?

3. Mutassunk példat arra, hogy a Bolzano-Darboux tétel nem igaz a raciondlis tortfiiggvények
rendezett testében.

4. Vezessiik le a Bolzano-Darboux tételt abbdl, hogy minden intervallum 6sszefiiggd.

5. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz a Bolzano-Darboux tétel, akkor a test izomorf
R-rel.

6. Mutassunk példat arra, hogy a Weierstrass-tétel nem igaz a racionalis szamok rendezett
testében.

7. Igazoljuk, hogy ha K C R korlatos, zart, nem fires, akkor minden folytonos K — R
fliggvénynek van legnagyobb és legkisebb értéke.

8. Vezessiik le a Weierstrass-tételt Borel fedési tételébdl.

9. Nevezziik az f fliggvényt felilrdl félig folytonosnak (réviditve: f.ff.) az a pontban, ha
09 > 0B(a,dy) C D(f) és Ve > 035 > 0 f(B(a,8)) C (— oo, f(a) + ¢). Hasonldan,
nevezzik f-et alulrél félig folytonosnak (a.f.f.) az a pontban, ha 309 > 0 B(a,dy) C D(f) és
Ve > 036 >0 f(B(a,d)) C (fla) —e,00).
(Lasd még: balrdl feliilrél félig folytonos, a.f.f. az A halmazra szoritkozva stb. :-P)
Igazoljuk, hogy ha egy fliggvény f.f.f. egy korlatos, zart, nem {tires intervallumon, akkor van
legnagyobb értéke.

Hazi feladatok

10. Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R folytonos és z1,zs,...,2, € [a,b], akkor 1étezik olyan
¢ € [a,b], amire f(c) = flo) +...+ f(a:n)
n

11. Igazoljuk, hogy ha [ intervallum, f : I — R folytonos és injektiv, akkor szigoriian monoton.

12. Mutassunk példat arra, hogy a Bolzano-Darboux tétel nem igaz a raciondlis szamok ren-
dezett testében.

13. Mutassunk példat arra, hogy a Weierstrass-tétel nem igaz a racionalis tortfiiggvények ren-
dezett testében.

14. Minden pozitiv a-hoz és k pozitiv egészhez van olyan pozitiv b, amire a = b¥. Vezessiik le
ezt az allitast a Weierstrass-tételbdl is.

15. Vezessiik le a Bolzano-Darboux tételt a legkisebb felsé korlat tételébol.

16. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz a Weierstrass-tétel, akkor a test izomorf R-rel.
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