Valés analizis gyakorlat, 2012. november 23.

1. Egyenletesen folytonosak-e a kovetkezo fiiggvények? Ellendrizziik a definiciét, és mutassunk e-hoz 6-t,
illetve mutassunk olyan e-t, amihez nem létezik 9.

vz a [0,00) intervallumon;

1/z az [1,2] intervallumon;

7% a [0, 00) intervallumon;

2. Mutassunk példdkat olyan (a) zart félegyenesen; (b) korlatos nyilt intervallumon folytonos fiiggvényre,
ami nem egyenletesen folytonos.

3. Legyen f :[0,1) — R folytonos. Bizonyitsuk be, hogy f akkor és csak akkor egyenletesen folytonos, ha

llirrol f 1étezik és véges.

4. Mutasd meg, hogy Lipschitz (0,1) — R fliggvények szorzata is Lipschitz.

5. Igazoljuk az atviteli elvvel is, hogy ha f monoton névekvé az (a,b) intervallumon, akkor hf& f= (mbf) f

és lim f = sup f. ’
b—0 (a,b)

6. Rendezziik a raciondlis szamokat egy (g,,) sorozatba, és legyen tetszbleges k pozitiv egészre

0 ha q > x;

ag(r) =<1 ha q =z

2 ha qp<ux.

Ezek utan definidljuk az f fiiggvényt a kovetkez6képpen: legyen f(x) tizedestort alakja 0, aq (z)ag(x)as(x) . . ..

Igazoljuk, hogy ez a fliggvény korlatos, szigorian monoton novekvo, az irraciondlis szamokban folyto-
nos, a racionalis szamokban pedig sem jobbrol, sem balrél nem folytonos.

7. (a) Lehet-e elséfaju szakadasi helyek torlédasi pontja elséfaju szakaddsi hely?
(b) Lehet-e méasodfaju szakadési helyek torlédési pontja masodfaju szakadési hely?

8. Bizonyitsuk be, hogy barmely R — R fliggvény elséfaju szakadasi helyeinek halmaza megszamlalhaté.

9. Legyen K C R. Igazoljuk, hogy ha minden folytonos K — R filiggvény egyenletesen folytonos, akkor K
korlatos és zart.

10. Vezessiik le a Heine-tételt Borel fedési tételébdl.

Hazi feladatok

11. Egyenletesen folytonosak-e a kovetkezo fliggvények? Ellenorizziik a definiciét, és mutassunk e-hoz 6-t,
illetve mutassunk olyan e-t, amihez nem létezik 9.

z? az [—1,1] intervallumon;

|z| a teljes R-en;

1/x a (0,1) intervallumon.
12. Egy monoton f : R — R fiiggvény az értékkészlete siirti R-ben. Igazoljuk, hogy f mindenhol folytonos.

13. (a) Lehet-e masodfaju szakaddsi helyek torlédasi pontja els6faju szakadési hely?
(b) Lehet-e els6faju szakadési helyek torlddési pontja méasodfaju szakadési hely?

14. Mutasd meg, hogy egyenletesen folytonos (0,1) — R fliggvények szorzata is egyenletesen folytonos.

15. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges H C R megszamlalhaté halmazhoz létezik olyan szigortian monoton
fliggvény, ami pontosan H pontjaiban szakad.

16. Igaz-e, hogy ha az f : R — R fiiggvényre Vo € R f(x —0) < f(x) < f(x + 0), akkor f monoton
névekvo?
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