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1. Tekintsünk egy g : [a, b] → R folytonos függvényt egydimenziós görbének. Mikor rektifikálható ez
a görbe? Mi a hossza?

2. Legyen g : [0, 1] → R
2 egyszerű, zárt, rektifikálható görbe. Bizonýıtsuk be, hogy

∫

g

x2 dx =

∫

g

e− cos y2

dy = 0.

3. Legyen g(t) = (1, t, t2) (t ∈ [0, 1]) és f(x, y, z) = (yz, xz, xy). Számı́tsuk ki a következő vonalin-
tegrálokat:

∫

g

f1 dx2

∫

g

< f, dx >

∫

g

f × dx

Melyik integrált számı́thatjuk ki közvetlenül a valós vonalintegrálokra vonatkozó Newton-Leibniz
formulából?

4. Melyik függvénynek van primit́ıv függvénye? Ha van, ı́rjuk is fel! Ha nincs, mutassunk példát
olyan zárt görbére, amelyen a vonalintegrál nem tűnik el!

(x, y) (y, x)

(

−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)

(

x
√

x2 + y2
,

y
√

x2 + y2

)

5. Legyen G = R
3 \ {(x, x, x) : x ∈ R}. Keressünk olyan differenciálható G → R

3 vektormezőt,
ami rotációmentes (azaz a ,,keresztbe vett” parciális deriváltjai megegyeznek), de nincs primit́ıv
függvénye.

6. Legyen ∗ : R
p ×R

q → R
r bilineáris operáció (valamilyen szorzás), f : R

q → R
p folytonos, továbbá

g : [a, b] → R
q folytonos görbe. Mutassuk meg, hogy

(a) ha g rektifikálható, akkor az
∫

g
f(x) ∗ dx vonalintegrál létezik;

(b) ha g folytonosan differenciálható, akkor
∫

g
f(x) ∗ dx =

∫ b

a
f(g(t)) ∗ g′(t) dt.

7. Az F ⊂ R
3 konvex sokszöget a g zárt, iránýıtott töröttvonal határolja. A śıklap jobbkézszabály

szerint iránýıtott területvektora ~A. Igazold, hogy

~A =
1

2

∫

g

x × dx.

Házi feladatok

8. Legyen g(t) = (t, t2) (t ∈ [0, 1]). Számı́tsd ki a következő vonalintegrálokat:
∫

g

cos x dy

∫

g

< (ex cos x, ex sin y), dx >

9. Melyik függvénynek van primit́ıv függvénye? Ha van, Írd fel! Ha nincs, mutass példát olyan zárt
görbére, amelyen a vonalintegrál nem 0!

(ch y; x sh y) (ch x; y sh x)

(

x

x2 + y2
;

y

x2 + y2
;

)

10. Egy ρ homogén töltéssűrűségű egyenes által létrehozott elektromos térerősség iránya az egyenesre
merőleges, nagysága az egyenestől d távolságban 2kρ/d. Mekkora a feszültség két pont között?

11. Legyen H = R
3 \ {(x, y, 0) : x2 + y2 = 1}. Mutass példát olyan differenciálható, rotációmentes

H → R
3 függvényre, aminek nincs primit́ıv függvénye.

A következő órán, ı́rásban beadandó feladat

1. beadandó. Számı́tsd ki az

(

x

1 + y
,

y

2 + x

)

függvény vonalintegrálját az y = x2 parabola (−1, 1)

és (1, 1) közötti ı́vén.
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