Valos analizis gyakorlat, 2012. februar 22.

1. Mik azok a differencidlhaté f : R? — R fiiggvények, amire a kovetkezd dllitds teljesiil? Ha g egyszerti,
zéart, rektifikdlhaté gorbe R%-ben, akkor
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2. Legyen G o0sszefliggd nyilt halmaz RP-ben. Igazoljuk, hogy egy G — RP fiiggvény primitiv fiiggvényei
csak konstanssal térhetnek el egymastol.

3. Melyik halmaz egyszeresen Osszefuiggd?
R*\{(0,0)}  R*\{(0,0,0)}  R*\{t,0,0):t€R}  R*\{£0,0,0):t€R}

4. Gondoljuk végig a Goursat-lemma bizonyitasat haromszoglemez helyett téglalapra.
5. Legyen G = R?\ {(—1,0),(1,0)}, és g az dbrén lathaté gorbe.
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(a) Mutassuk meg, hogy g-n barmely f : G — R? differencialhatd, rotdciémentes vektormez6 vonalin-
tegrélja eltlinik.

(b) Nullhomotép-e g a G halmazban?

(¢) Nullhomoldg-e¢ g a G halmazban?

X

6. Legyen G C RP nyilt, f : G — RP differencidlhatd, rotaciémentes, tovabba legyen g,h : [0,1] — G
két folytonosan differencidlhaté gorbe, amelyek kezds- és végpontja is megegyezik, azaz g(0) = h(0) és
g(1) = h(1). Tegyiik fel, hogy g és h homotép, azaz van egy olyan ¢ : [0,1]> — RP folytonos dtmeneti
figgvény, amire ¢(t,0) = g(t), ¢(t,1) = h, tovabba barmely u € [0,1] esetén ¢(0,u) = g(0) = h(0) és
é(1,u) = g(1) = h(1). (A ¢(t,u) helyett praktikus lehet azt frni, hogy ¢%(t), tehdt ¢° = g és ¢! = h.)

(a) Bizonyitsuk be a Goursat-lemmébdl, hogy f < fidz>= [, <[, d:c >,

(b) Tegyiik fel azt is, hogy ¢ folytosan differencidlhaté, és legyen I(u) = [ ou < f,dx >. Igazoljuk a
Goursat-lemma nélkiil, hogy I’ = 0. (Elég p = 2-re.)

Hazi feladatok

7. Mutassunk példat olyan folytonos R? — R? fiiggvényre, aminek minden zart rektifikdlhaté gorbén 0 a
vonalintegralja, de nem mindenhol differencialhaté.

8. Melyik halmaz egyszeresen 6sszefiiggd?

R*\ (Z x 7Z) R*\ (Z x Z x 7) R?\ {(cost,sint,0) : t € R} R*\ {(cost,sint,0,0) : t € R}
9. Igazoljuk, hogy ha f : R? — R? folytonos, és minden tengelyparhuzamos téglalap keriiletén eltiinik a
vonalintegralja, akkor f-nek van primitiv fiiggvénye.

10. Egyszeresen osszefiiggé-e a H = R3 \ {(cost,sint, e') : t € R} halmaz?
A kovetkez6 6ran, irasban beadando feladat

2. beadandé hazi feladat. Mik azok a differencidlhaté f : R? — R fiiggvények, amire a kovetkezd
allitas teljesiil? Ha g egyszerfi, zart, rektifikdlhat6é gorbe R2-ben, akkor
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