
Valós anaĺızis gyakorlat, 2012. február 22.

1. Mik azok a differenciálható f : R
2 → R függvények, amire a következő álĺıtás teljesül? Ha g egyszerű,

zárt, rektifikálható görbe R
2-ben, akkor

∫
g

x2y3 dy =

∫
g

f(x, y) dx.

2. Legyen G összefüggő nýılt halmaz R
p-ben. Igazoljuk, hogy egy G → R

p függvény primit́ıv függvényei
csak konstanssal térhetnek el egymástól.

3. Melyik halmaz egyszeresen összefüggő?

R
2 \ {(0, 0)} R

3 \ {(0, 0, 0)} R
3 \ {t, 0, 0) : t ∈ R} R

4 \ {t, 0, 0, 0) : t ∈ R}

4. Gondoljuk végig a Goursat-lemma bizonýıtását háromszöglemez helyett téglalapra.

5. Legyen G = R
2 \ {(−1, 0), (1, 0)}, és g az ábrán látható görbe.
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(a) Mutassuk meg, hogy g-n bármely f : G → R
2 differenciálható, rotációmentes vektormező vonalin-

tegrálja eltűnik.
(b) Nullhomotóp-e g a G halmazban?
(c) Nullhomológ-e g a G halmazban?

6. Legyen G ⊂ R
p nýılt, f : G → R

p differenciálható, rotációmentes, továbbá legyen g, h : [0, 1] → G

két folytonosan differenciálható görbe, amelyek kezdő- és végpontja is megegyezik, azaz g(0) = h(0) és
g(1) = h(1). Tegyük fel, hogy g és h homotóp, azaz van egy olyan φ : [0, 1]2 → R

p folytonos átmeneti
függvény, amire φ(t, 0) = g(t), φ(t, 1) = h, továbbá bármely u ∈ [0, 1] esetén φ(0, u) = g(0) = h(0) és
φ(1, u) = g(1) = h(1). (A φ(t, u) helyett praktikus lehet azt ı́rni, hogy φu(t), tehát φ0 = g és φ1 = h.)

(a) Bizonýıtsuk be a Goursat-lemmából, hogy
∫

g
< f, dx >=

∫
h

< f, dx >.

(b) Tegyük fel azt is, hogy φ folytosan differenciálható, és legyen I(u) =
∫

φu
< f, dx >. Igazoljuk a

Goursat-lemma nélkül, hogy I ′ = 0. (Elég p = 2-re.)

Házi feladatok

7. Mutassunk példát olyan folytonos R
2 → R

2 függvényre, aminek minden zárt rektifikálható görbén 0 a
vonalintegrálja, de nem mindenhol differenciálható.

8. Melyik halmaz egyszeresen összefüggő?

R
2 \ (Z × Z) R

3 \ (Z × Z × Z) R
3 \ {(cos t, sin t, 0) : t ∈ R} R

4 \ {(cos t, sin t, 0, 0) : t ∈ R}

9. Igazoljuk, hogy ha f : R
2 → R

2 folytonos, és minden tengelypárhuzamos téglalap kerületén eltűnik a
vonalintegrálja, akkor f -nek van primit́ıv függvénye.

10. Egyszeresen összefüggő-e a H = R
3 \ {(cos t, sin t, et) : t ∈ R} halmaz?

A következő órán, ı́rásban beadandó feladat

2. beadandó házi feladat. Mik azok a differenciálható f : R
2 → R függvények, amire a következő

álĺıtás teljesül? Ha g egyszerű, zárt, rektifikálható görbe R
2-ben, akkor

∫
g

ex cos y dx =

∫
g

f(x, y) dy.
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