Valos analizis gyakorlat, 2012. marcius 7.
t
1. Differencidlhaté-e az f(t) = / ?t 4y fiigevény? Mi a derivéltja?

2. Legyen f : R? — R folytonos, és G / flz,y)

(a) Igazoljuk, hogy G folytonos.
(b1) Igazoljuk, hogy ha f folytonosan differencialhat6, akkor G is folytonosan differencidlhaté. Mi G'?
(b2) A folytonos differenciélhatéségot milyen gyengébb feltételre cserélhetjik ki?
3. Legyen B(u,v) fo t*=H1 — ¢)v=t dt, ha u,v > 0 (Euler-féle Béta-fiiggvény). Igazoljuk, hogy B
akarhanyszor dlﬁeren(nalhato és 1rJuk fel a derlvaltjat paraméteres integral alakban.

4. Tgazoljuk, hogy s > 0 esetén I'(s) - (s }F’ ‘
5. frj uk fel, és bizonyitsuk be a parameteres improprius integralokra vonatkozé Dirichlet- és Abel-kritériumokat.
6. Mi lehetne a paraméteres improprius Sieltjes-integralokra vonatkozé Weierstrass-kritérium?

Hazi feladatok

7. Differencidlhaté-e az f(t) / / W dg dy (t > 1) fiiggvény? Mi a derivaltja?

8. Legyen f: R3 — R folytonos, és G(r) = fx2+y2<r2 f(z,y,r)dz dy (r > 0).
(a) Igazold, hogy G folytonos. -
(b1) Igazold, hogy ha f folytonosan differencidlhaté, akkor G is folytonosan differencialhaté. Mi G'7?
(b2) A folytonos differencidlhatésdgot milyen gyengébb feltételre cserélhetjiik ki?

9. Bizonyitsd be, hogy a Béta-fiiggvény szigortian konvex.

A kovetkezo6 oran, irasban beadandé feladat

4. beadandé hazi feladat. Legyen G C R? nyilt halmaz, és legyen ¢, (t) folytonosan differencidlhaté
[0,1]> — G paraméteres gorbesereg (tehdt minden egyes u értékre t — ¢,(t) egy gorbe), aminek ¢, (0)
kezd6-, illetve ¢, (1) végpontja fiiggetlen az u paraméterté’l Egy f : G — R? folytonosan differencidlhato,
rotdcidmentes vektormezdre definidljuk az I(u) = | oy < f,dx > paraméteres vonalintegralt. Igazold, hogy

I'(u) = 0.

Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedal Medal pontokra bevalthaté) feladatok

10. (a) Legyen G C R? és ¢(u,v) egy [0,1)> — G folytonosan differencidlhaté paraméteres felilet-
sereg, ami az egységnégyzet minden rogzitett (u,v) hatdrpontjara fiiggetlen a t paramétertél. Legyen
F:G— R3 folytonosan differencialhat6, divergenciamentes vektormezd. Mutasd meg, hogy az I(t) =
fo fo D,di(z,y) X Dydi(z,y), F(di(z,y)) dz dy paraméteres felilleti integrl nem fiigg ¢-t61.

(b) Legyen G = R3\ {(0,0,0)}. Konstrualj olyan H — R? divergenciamentes vektormezét, aminek az
egységgdmbon vett feliileti integralja nem 0.

(c) Igazold, hogy G' nem homeomorf R3-nel.

11. Tauber tétele szerint ha hm Z a,r" = C létezik és véges, tovabba na, — 0, akkor Z a, = C.
n=0
(a) Mi lehetne a paraméteres 1ntegralokra vonatkozé Tauber-tétel?
(b) Bizonyitsd be a paraméteres integralokra vonatkozé ,, Tauber-tételt”.
oo —12/2

12. Legyen tetszOleges x € R esetén I(z) = / cos(xt) dt.

—co V2T
(a) Bizonyitsd be, hogy I(x) - I(y) = I(\/2% + y?).
(b) Hogy viselkedik az I fiiggvény a 0 kozelében?

(c) I(x) =7
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