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1. Differenciálható-e az f(t) =

∫ t

1

ex2t dx függvény? Mi a deriváltja?

2. Legyen f : R
2 → R folytonos, és G(x) =

∫ x2

−x

f(x, y) dy.

(a) Igazoljuk, hogy G folytonos.
(b1) Igazoljuk, hogy ha f folytonosan differenciálható, akkor G is folytonosan differenciálható. Mi G′?
(b2) A folytonos differenciálhatóságot milyen gyengébb feltételre cserélhetjük ki?

3. Legyen B(u, v) =
∫

1

0
tu−1(1 − t)v−1 dt, ha u, v > 0 (Euler-féle Béta-függvény). Igazoljuk, hogy B

akárhányszor differenciálható, és ı́rjuk fel a deriváltját paraméteres integrál alakban.

4. Igazoljuk, hogy s > 0 esetén Γ(s) · Γ′′(s) >
∣

∣Γ′(s)
∣

∣

2
.

5. Írjuk fel, és bizonýıtsuk be a paraméteres improprius integrálokra vonatkozó Dirichlet- és Abel-kritériumokat.

6. Mi lehetne a paraméteres improprius Sieltjes-integrálokra vonatkozó Weierstrass-kritérium?

Házi feladatok

7. Differenciálható-e az f(t) =

∫ t

1

∫ t

1

exyt dx dy (t > 1) függvény? Mi a deriváltja?

8. Legyen f : R
3 → R folytonos, és G(r) =

∫

x2+y2≤r2 f(x, y, r) dx dy (r > 0).

(a) Igazold, hogy G folytonos.
(b1) Igazold, hogy ha f folytonosan differenciálható, akkor G is folytonosan differenciálható. Mi G′?
(b2) A folytonos differenciálhatóságot milyen gyengébb feltételre cserélhetjük ki?

9. Bizonýıtsd be, hogy a Béta-függvény szigorúan konvex.

A következő órán, ı́rásban beadandó feladat

4. beadandó házi feladat. Legyen G ⊂ R
2 nýılt halmaz, és legyen φu(t) folytonosan differenciálható

[0, 1]2 → G paraméteres görbesereg (tehát minden egyes u értékre t 7→ φu(t) egy görbe), aminek φu(0)
kezdő-, illetve φu(1) végpontja független az u paramétertől. Egy f : G → R

2 folytonosan differenciálható,
rotációmentes vektormezőre definiáljuk az I(u) =

∫

φu

< f, dx > paraméteres vonalintegrált. Igazold, hogy

I ′(u) = 0.

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pontokra beváltható) feladatok

10. (a) Legyen G ⊂ R
3 és φt(u, v) egy [0, 1]3 → G folytonosan differenciálható paraméteres felület-

sereg, ami az egységnégyzet minden rögźıtett (u, v) határpontjára független a t paramétertől. Legyen
F : G → R

3 folytonosan differenciálható, divergenciamentes vektormező. Mutasd meg, hogy az I(t) =
∫

1

0

∫

1

0
〈Dxφt(x, y) × Dyφt(x, y), F (φt(x, y)〉 dx dy paraméteres felületi integrál nem függ t-től.

(b) Legyen G = R
3 \ {(0, 0, 0)}. Konstruálj olyan H → R

3 divergenciamentes vektormezőt, aminek az
egységgömbön vett felületi integrálja nem 0.

(c) Igazold, hogy G nem homeomorf R
3-nel.

11. Tauber tétele szerint ha lim
r→1−0

∞
∑

n=0

anr
n = C létezik és véges, továbbá nan → 0, akkor

∞
∑

n=0

an = C.

(a) Mi lehetne a paraméteres integrálokra vonatkozó Tauber-tétel?
(b) Bizonýıtsd be a paraméteres integrálokra vonatkozó ,,Tauber-tételt”.

12. Legyen tetszőleges x ∈ R esetén I(x) =

∫ ∞

−∞

e−t2/2

√
2π

cos(xt) dt.

(a) Bizonýıtsd be, hogy I(x) · I(y) = I
(
√

x2 + y2
)

.
(b) Hogy viselkedik az I függvény a 0 közelében?
(c) I(x) =?
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