
Valós anaĺızis gyakorlat, 2012. március 14.

1. Legyen X nem megszámlálható halmaz, M pedig az X egyelemű részhalmazai által generált σ-
algebra.

a) Jellemezzük M elemeit!
b) Konstruáljunk olyan α valósźınűségi mértéket M-en, mely szerint az egyelemű halmazok nullmértékűek!
c) Határozzuk meg az α által generált φα külső mértéket!
d) Mi a φα által meghatározott mérték és mely halmazok mérhetőek?

2. (a) Milyen gyűrűt generálnak az [a,∞) alakú félegyenesek?
(b) Milyen σ-gyűrűt generálnak az [a,∞) alakú félegyenesek?
(c) Hány elem (mekkora számosságú halmaz) generálja a Borel-halmazok σ-gyűrűjét?

3. (a) Igazoljuk, hogy ha egy halmaz benne van az A halmazrendszer által generált gyűrűben, akkor
benne van az A egy alkalmas véges részrendszere által generált gyűrűben is.

(b) Igazoljuk, hogy ha egy halmaz benne van az A halmazrendszer által generált σ-gyűrűben, akkor
benne van az A egy alkalmas megszámlálható részrendszere által generált σ-gyűrűben is.

4. Igazoljuk, hogy minden nýılt halmaz Fσ, és minden zárt halmaz Gδ.

5. Bizonýıtsuk be, hogy bármely f : R → R függvény folytonossági pontjainak halmaza Borel, és
adjunk meg minél szűkebb Borel-osztályt (pl. Gδσδσδσδσ), aminek biztosan eleme.

6. Miért nem külső mérték a külső Jordan-mérték a korlátos halmazok gyűrűjén?

7. Tetszőleges ε > 0-ra adjunk meg olyan sűrű nýılt G ⊂ R halmazt, amire λ(G) < ε.

8. Igaz-e, hogy ha egy R-beli halmaz (a) minden Borel-halmazt; (b) minden Gδ halmazt; (c) minden
Fσ halmazt; (d) minden nýılt halmazt; (e) minden zárt halmazt; (f) minden intervallumot; (g) minden
egységnyi hosszúságú intervallumot jól vág ketté a külső Lebesgue-mérték szerint, akkor Lebesgue-
mérhető?

Házi feladatok

9. Legyen A és B σ-gyűrű. Milyen halmazokból áll az A∪ B által generált σ-gyűrű?

10. Bizonýıtsuk be, hogy az Fσ, illetve a Gδ, tulajdonságú halmazok rendszerei zártak a véges metszetre
és a véges unióra.

11. Igazoljuk, hogy H ⊂ R olyan, halmaz, amelyre bármely a < b esetén 0 < λ((a, b)∩H) <
99

100
(b−a),

akkor H nullmértékű.

12. a) Igazoljuk, hogy megszámlálható sok sűrű Gδ halmaz metszete sűrű Gδ.
b) Igazoljuk, hogy Q ∈ Fσ(R) \ Gδ(R).

13. Igazoljuk, hogy Fσδσδ(R
n) ⊂ Gδσδσδ(R

n).

14. Hány Borel-halmaz van R
n-ben?

A következő órán, ı́rásban beadandó feladat

5. beadandó házi feladat. Legyen fn : [a, b] → R folytonos minden n-re. Bizonýıtsd be, hogy az
{x : fn(x) konvergens} halmaz Borel, és adj meg minél szűkebb Borel-osztályt, aminek biztosan eleme.

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pontokra beváltható) feladatok

15. Milyen kicsi lehet egy végtelen σ-gyűrű számossága?

16. Konstruálj olyan H ⊂ R Borel-halmazt, amelyre tetszőleges a < b esetén λ((a, b) ∩ H) > 0 és
λ((a, b) \ H) > 0.

17. Igaz-e, hogy minden Lebesgue-nullmértékű valós számhalmaz előáll, mint megszámlálható sok
Jordan-nullmértékű halmaz uniója?
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