Valés analizis gyakorlat, 2012. marcius 14.

1. Legyen X nem megszamlalhaté halmaz, M pedig az X egyelemii részhalmazai altal generalt o-
algebra.
a) Jellemezziik M elemeit!
b) Konstrualjunk olyan « valésziniiségi mértéket M-en, mely szerint az egyelemii halmazok nullmértékiiek!
¢) Hatérozzuk meg az « dltal generdlt ¢, kiils6 mértéket!
d) Mi a ¢, altal meghatérozott mérték és mely halmazok mérhet6ek?
2. (a) Milyen gyfiriit generalnak az [a, 00) alaki félegyenesek?
(b) Milyen o-gyfiriit generdlnak az [a, 00) alaki félegyenesek?
(c) Hany elem (mekkora szamossdgu halmaz) generalja a Borel-halmazok o-gytiriijét?

3. (a) Igazoljuk, hogy ha egy halmaz benne van az A halmazrendszer &ltal generdlt gyfiriiben, akkor
benne van az A egy alkalmas véges részrendszere altal generdlt gytriiben is.

(b) Igazoljuk, hogy ha egy halmaz benne van az A halmazrendszer éltal generélt o-gytiriiben, akkor
benne van az A egy alkalmas megszamldlhaté részrendszere altal generdlt o-gytirtiben is.

4. Igazoljuk, hogy minden nyilt halmaz F,, és minden zart halmaz Gjy.

5. Bizonyitsuk be, hogy barmely f : R — R fiiggvény folytonossagi pontjainak halmaza Borel, és
adjunk meg minél szitkebb Borel-osztélyt (pl. Gsysss060 ), aminek biztosan eleme.

6. Miért nem kiilsé mérték a kiils6 Jordan-mérték a korlatos halmazok gytirtijén?
7. Tetszéleges € > 0-ra adjunk meg olyan sfirfi nyilt G C R halmazt, amire \(G) < &.

8. Igaz-e, hogy ha egy R-beli halmaz (a) minden Borel-halmazt; (b) minden Gs halmazt; (¢) minden
F, halmazt; (d) minden nyilt halmazt; (e) minden zart halmazt; (f) minden intervallumot; (g) minden
egységnyi hosszisagu intervallumot jél vag ketté a kiils6 Lebesgue-mérték szerint, akkor Lebesgue-
mérhet6?

Hazi feladatok

9. Legyen A és B o-gylirti. Milyen halmazokbdl éll az A U B éltal generdlt o-gytiri?
10. Bizonyitsuk be, hogy az F,,, illetve a G, tulajdonsagu halmazok rendszerei zartak a véges metszetre
és a véges uniora.
11. Igazoljuk, hogy H C R olyan, halmaz, amelyre barmely a < b esetén 0 < \((a,b)NH) < %(b—a),
akkor H nullmértékii.
12. a) Igazoljuk, hogy megszamlalhat6 sok siirti G5 halmaz metszete sirti Gs.
b) Igazoljuk, hogy @ € F,(R) \ Gs(R).
13. Igazoljuk, hogy Fis,5(R") C Gsrss(R™).
14. Hany Borel-halmaz van R"-ben?

A kovetkezo6 oran, irasban beadandé feladat

5. beadandé hazi feladat. Legyen f, : [a,b] — R folytonos minden n-re. Bizonyitsd be, hogy az
{z : f.(x)konvergens} halmaz Borel, és adj meg minél sziikebb Borel-osztdlyt, aminek biztosan eleme.

Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedal Medéal pontokra bevalthatd) feladatok

15. Milyen kicsi lehet egy végtelen o-gytirti szdmossaga?’

16. Konstrudlj olyan H C R Borel-halmazt, amelyre tetszéleges a < b esetén A((a,b) N H) > 0 és
A(a,b)\ H) > 0.

17. Igaz-e, hogy minden Lebesgue-nullmértékli valés szamhalmaz eldall, mint megszamlalhato sok
Jordan-nullmértékii halmaz uniéja?
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