Valés analizis gyakorlat, 2012. marcius 21.

1. (a) Igazoljuk, hogy ha egy R-beli nyilt halmaz nullmértékii, akkor iires.
(b) Mutassunk példét olyan R-beli zart halmazra, ami nullmértékii, de nem tires.

2. Tetsz6leges € > O-ra adjunk meg olyan nyilt G C R halmazt, amire G D Q és A\(G) < ¢.

3. Igaz-e, hogy ha egy R-beli halmaz (a) minden Borel-halmazt; (b) minden G halmazt; (¢) minden
F, halmazt; (d) minden nyilt halmazt; (e) minden zart halmazt; (f) minden intervallumot; (g) minden
egységnyi hosszusagu intervallumot jol vag ketté a kiils6 Lebesgue-mérték szerint, akkor Lebesgue-
mérhet6?
4. Legyen T az [a,b) X [c,d) alaku, félig nyilt téglalapok rendszere.

(a) Igazoljuk, hogy 7 félgytirii.

(b) Mi a 7 &ltal generalt gy{irii?

(c) Igazoljuk, hogy tetszéleges f : 7 — R fliggvény akkor és csak akkor additiv, ha létezik olyan
g : R* — R fiiggvény, amire f([a,b) x [c,d)) = g(b,d) — g(a,d) — g(b,c) + g(a,b).
5 (Borel-Cantelli lemma). Legyen 7 kiils6 mérték az X halmazon, és A, C X (n=1,2,...) olyan
halmazok, amikre >~  7i(A,) véges. Bizonyitsuk be, hogy az olyan X-beli pontok halmaza, amelyek
végtelen sok A,-nek elemei, py-nullmértékii.

6. Igazoljuk, hogy ha egy R™-beli halmaz el6all nem iires belsejii konvex halmazok uniéjaként, akkor
Lebesgue-mérheto.

Hazi feladatok

7. (a) Igazoljuk, hogy ha egy R-beli zart halmaz nullmértékii, akkor sehol sem siiri.
(b) Igaz-e, hogy ha egy halmaz sehol sem stirti, akkor nullmértékii?

8. Legyen p eltolds-invaridns mérték R Borel-halmazain, amire 1([0,1]) < co. Igazoljuk, hogy p a
Lebesgue-mérték konstansszorosa.

9. Legyen H tetszoleges halmaz R"-ben, és M C R"™. Azt mondjuk, hogy M mérhet6é burka H-nak, ha
M mérhet6, és tetszéleges X D H mérhet$ halmazra \(M \ X) = 0.

Létezik-e (a)) nyilt; (b) zart; (c) Fy; (d) Gs mérheté burka minten R"-beli halmaznak?

(e) Mérhet6 burok-e a mérheté burkok metszete?

(f) A mérheté burkok kozott létezik-e (eteleg t6bb) minimélis?

A kovetkez6 oran, irasban beadanddé feladat

6. beadandé hazi feladat. Igazoljuk, hogy ha H C R olyan halmaz, amelyre barmely a < b esetén

AM(a, )N H) < %(b — a), akkor H nullmértéki.

Szorgalmi (irdsban beadhatd, Peddl Med4l pirospontokra bevalthatd) feladatok

10. Megadhaté-e kontinuum sok 1/2 Lebesgue mérték{i mérheté halmaz [0, 1]-ben gy, hogy koziilitk
barmely ketté metszetének mértéke 1/4 legyen?

11. Tegyiik fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és < a [0, 1] intervallum egy w; tipusi jélrendezése.
Mutassuk meg, hogy az {(z,y) € [0,1]* : * < y} halmaz nem Lebesgue-mérhetd.
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