Valos analizis gyakorlat, 2012. aprilis 11.

1. Bizonyitsd be, hogy minden monoton R — R fliggvény Borel-mérhetd.

2. Bizonyitsd be, hogy Borel-mérhet6 fiiggvények kompoziciéja Borel-mérheto.

3. Bizonyitsd be, hogy minden Riemann-integralhaté [a,b] — R fliggvény Lebesgue-mérhetd.

4. Igazoljuk, hogy minden f : [a,b] — R Lebesgue-mérhet6 fiiggvényhez létezik olyan ¢ : [a,b] — R
Borel-mérhet6 fiiggvény, amire f = g m.m.

5. Bizonyitsuk be Luzin tételét: Ha f : [a,b] — R mérhetd, akkor minden ¢ > 0-hoz létezik olyan e-nal
kisebb mértékii D halmaz, hogy f folytonos [a,b] \ D-n.

6. Igaz-e, hogy Lebesgue-mérhet6 R — R fiiggvények tetszdleges sorozatabol kivalaszthaté olyan
részsorozat, aminek m.m. pontban van hatarértéke?

Hazi feladatok

7. Bizonyitsd be, hogy minden folytonos R — R fiiggvény Lebesgue-mérheto.

8. Legyen f: R — R Borel-mérhetd, és g : M — R mérhet6 valamely (M, u) mértéktéren. Bizonyitsd
be, hogy az f o g fiiggvény p-mérheto.

9. Konstrudlj olyan [0,1] — R fiiggvényt, ami semmilyen teljes mérték{i halmazra megszoritva sem
folytonos.

A kovetkezo6 oran, irasban beadanddé feladat

8. beadandé hazi feladat. Igaz-e, hogy minden Riemann-integralhaté [a,b] — R fiiggvény Borel-
mérhet6?

Szorgalmi (irdasban beadhatd, Pedal Med4l pirospontra bevalthatd) feladat
10. Tegyiik fel, hogy A C [0, 1] Lebesgue-mérhetd, és valahdnyszor z,y € [0, 1] szdmok tizedesjegyei

véges sok kivétellel megegyeznek, akkor = és y egyszerre eleme vagy nem eleme A-nak. Igazoljuk, hogy

A(A) =0 vagy A\(A) = 1.
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