
Valós anaĺızis gyakorlat, 2012. április 18.

1. Legyen A ⊂ R Lebesgue-mérhető halmaz, és χA(x) =

{

1 x ∈ A

0 x 6∈ A
. Igazoljuk, hogy

∫

R
χA dλ = λ(A).

2. Igazoljuk, hogy ha f > 0 a µ-mérhető, pozit́ıv mértékű A-n, akkor
∫

A
f dµ > 0.

3. Át́ırhatjuk-e az integrál defińıcióját felső összegekre?

4. Hogyan alkalmazhatjuk a monoton konvergencia tételt a

lim
n→∞

∫

n

0

(

1 +
x

n

)n

e−2x dx

határérték meghatározására?

5. Igaz-e, hogy ha f1 ≥ f2 ≥ . . . nemnegat́ıv, Lebesgue-mérhető függvények, akkor

lim

∫

fn dλ =

∫

(lim fn) dλ?

6. Legyen A = {1, 2}, és µ : A → R a számosságmérték. Mit mond ebben az esetben a Fatou-lemma?

7. Kicserélhetjük-e a Fatou-lemmában a liminf-et limsup-ra?

Házi feladatok

8. Mutassunk példát olyan korlátos, Lebesgue-integrálható [a, b] → R függvényre, ami nem Riemann-
integrálható.

9. Adott mérhető f : X → R függvényre melyikből következik a másik?
(i) f integrálható X-en,
(ii) |f | integrálható X-en.

10. Mutass példát olyan, pontonként konvergens fn : [0, 1] → R függvénysorozatra, amire lim
∫

1

0
fn

létezik, de lim
∫

1

0
fn 6=

∫

1

0
lim fn.

11. Igaz-e, hogy bármely korlátos, Lebesgue-integrálható [a, b] → R függvényhez létezik olyan g :
[a, b] → R Riemann-integrálható függvény, amire f = g m.m.?

A következő órán, ı́rásban beadandó feladat

9. beadandó házi feladat. Vezesd le be a Fatou-lemmából a monoton konvergencia tételt.

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladat

12. Létezik-e olyan f : R → [0,∞) mérhető függvény, amelynek minden intervallumon +∞ az in-
tegrálja?
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