
Valós anaĺızis gyakorlat, 2012. április 25.

1. Fogalmazzuk át a nagy Lebesgue-tételt számsorok sorozataira.

2. Mutass példát olyan, pontonként konvergens fn : [0, 1] → R függvénysorozatra, amire lim
∫

1

0
fn

létezik, de lim
∫

1

0
fn 6=

∫

1

0
lim fn.

3. Igaz-e, hogy ha fn nemnegat́ıv és µ-mérhető a µ-mérhető A-n és
∫

A
fndµ < 1/n, akkor fn → 0

µ-m.m.?

4. Legyen (A,M, µ) valósźınűségi mértéktér, és nevezzük valósźınűségi változónak a µ-mérhető ξ :
A → R függvényeket.

(a) E(ξ) =?
(b) D2(ξ) =?
(c) Legyen F a ξ valósźınűségi változó eloszlásfüggvénye, és legyen f : R → R Borel-mérhető.

E
(

f(ξ)
)

=?

5. Legyen A ⊂ R (a) korlátos intervallum; (b) véges sok korlátos intervallum uniója; (c) véges mértékű
Lebesgue-mérhető halmaz. Igazoljuk, hogy

lim
n→∞

∫

A

sin(nx)dλ = 0.

6. Igazoljuk, hogy tetszőleges Lipschitz függvény előáll egy alkalmas korlátos Borel-mérhető függvény
integrálfüggvényeként.

Házi feladatok

7. Fogalmazd át Beppo Levi tételét számsorok összegére.

8. Egy ξ valósźınűségi változó eloszlása a µξ(H) = P (ξ ∈ H) valószűnégi Borel-mérték. Milyen integál
ı́rja le a várható értéket és a szórásnégyzetet?

9. Igazold a Borel-Cantelli lemma seǵıtségével, hogy ha fn nemnegat́ıv és µ-mérhető a µ-mérhető A-n
és

∫

A
fndµ < 1/n2, akkor fn → 0 µ-m.m.

A következő órán, ı́rásban beadandó feladat

10. beadandó házi feladat. Igazold a Beppo Levi tétel seǵıtségével, hogy ha fn nemnegat́ıv és
µ-mérhető a µ-mérhető A-n és

∫

A
fndµ < 1/n2, akkor fn → 0 µ-m.m.

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladat

10. Bizonýıtsd be Lebesgue integrál nélkül, hogy ha fn : [0, 1] → [0, 1] folytonos és fn(x) → 0 minden

x ∈ [0, 1]-re, akkor
∫

1

0
fn(x)dx → 0 !

11. Az f : [0, 1] → R függvényre |f(x) − f(y)| ≤ |x − y| tetszőleges x, y ∈ [0, 1] esetén. Igazold,
hogy bármely ε > 0-ra f grafikonja lefedhető megszámlálható sok (nem feltétlenül tengelypárhuzamos)
téglalappal úgy, hogy a téglalapok rövidebbik oldalainak összege kisebb, mint ε.

(A 2010-es ostravai verseny feladata volt)

12. Megadható-e megszámlálhatónal több 1/2 Lebesgue mértékű mérhető halmaz [0, 1]-ben úgy, hogy
közülük bármely kettő metszetének mértéke 1/4 legyen?
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