Valos analizis gyakorlat, 2012. aprilis 25.

1. Fogalmazzuk 4t a nagy Lebesgue-tételt szamsorok sorozataira.

2. Mutass példat olyan, pontonként konvergens f, : [0,1] — R fliggvénysorozatra, amire lim fol fn
1étezik, de lim [ f, # [ lim f,.

3. Igaz-e, hogy ha f, nemnegativ és py-mérhetd a p-mérheté A-n és [ 4 fndp < 1/n, akkor f, — 0
p-m.m.?

4. Legyen (A, M, ) valésziniliségi mértéktér, és nevezziik valdsziniiségi valtozénak a p-mérhetd & :
A — R fliggvényeket.

(a) E(§) =7

(b) D*(&) =7

(c) Legyen F' a & valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye, és legyen f : R — R Borel-mérhet6.
E(f(§) ="

5. Legyen A C R (a) korlatos intervallum; (b) véges sok korldtos intervallum uniéja; (c) véges mértéki
Lebesgue-mérhet6 halmaz. Igazoljuk, hogy

lim [ sin(nz)d\ = 0.

n—0o0 A

6. Igazoljuk, hogy tetszdleges Lipschitz fiiggvény eloall egy alkalmas korlatos Borel-mérheto fiiggvény
integralfiiggvényeként.

Hazi feladatok

7. Fogalmazd 4t Beppo Levi tételét szamsorok Osszegére.
8. Egy ¢ valdszintiségi véltozé eloszlasa a pe(H) = P(§ € H) valésziinégi Borel-mérték. Milyen integél
irja le a varhato értéket és a szérasnégyzetet?

9. Igazold a Borel-Cantelli lemma segitségével, hogy ha f, nemnegativ és p-mérheté a p-mérheté A-n
és [, fudp < 1/n?, akkor f, — 0 p-m.m.

A kovetkezo 6ran, irasban beadando feladat

10. beadandd hazi feladat. Igazold a Beppo Levi tétel segitségével, hogy ha f, nemnegativ és
p-mérheté a p-mérhets A-n és [, fodp < 1/n?, akkor f, — 0 p-m.m.

Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladat

10. Bizonyitsd be Lebesgue integral nélkiil, hogy ha f, : [0,1] — [0, 1] folytonos és f,(z) — 0 minden
x € [0, 1]-re, akkor fol fo(z)dz — 0!

11. Az f : [0,1] — R fuggvényre |f(z) — f(y)| < |z — y| tetszbleges x,y € [0,1] esetén. Igazold,
hogy barmely € > 0-ra f grafikonja lefedheté megszamlélhaté sok (nem feltétlentil tengelyparhuzamos)
téglalappal gy, hogy a téglalapok rovidebbik oldalainak 6sszege kisebb, mint .

(A 2010-es ostravai verseny feladata volt)

12. Megadhaté-e megszamlélhaténal tobb 1/2 Lebesgue mértékii mérheté halmaz [0, 1]-ben gy, hogy
koziiliik barmely ketté metszetének mértéke 1/4 legyen?
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