Valos analizis gyakorlat, 2012. majus 9.

1. Igazoljuk, hogy ha a stirliségi pont definiciéjaban a gémbdt kockara cseréljiik, akkor ekvivalens
definiciét kapunk.

2. Egészitsiik ki ugy, hogy igaz legyen: ha egy ...................... fliggvény bal fels6é derivaltja m.m.
nemnegativ, akkor monoton no.

3. a) Igazoljuk, hogy ha H C RP mérhet6, \(H) > 0, akkor H — H tartalmaz 0 koriili gdmbot.
(Steinhaus tétele)
b) Igazoljuk, hogy ha A, B C R? mérhetd pozitiv mértékii halmazok, akkor A + B belseje nemiires.
(c) Igazoljuk, hogy ha A C RP pozitiv mértékit mérheté és B C RP pozitiv kiilsé mértékii halmaz,
akkor A + B belseje nemiires.
4. Legyen f : C' — [0,1] a Cantor-fiiggvény. Tetszéleges H C [0, 1] Borel-halmazra legyen py(H) =
MfHNQO)), po(H) = XNf7H(H)) és p3 = pig + pi2- A gy, o, 13 és X mértékek koziil melyik melyikkel
szingularis, illetve melyik melyikre nézve abszolit folytonos? Mi a pu; fliggvényeknek a Lebesgue-
mértékre vonatkozé Lebesgue-felbontasa? Mi a Lebesgue-mérték p;-re vonatkozé Lebesgue-felbontasa?

5. Konstrualjunk szigorian novekvd, szingularis fiiggvényt [0, 1]-en.

6. Tegyiik fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és < a [0, 1] intervallum egy w; tipusi j6lrendezése.
Legyen
A={(z.y) € 0,1z < y}.

(a) Igazoljuk, hogy A-nak minden vizszintes szekciéja nullmértékii.

(b) Igazoljuk, hogy A-nak minden fiiggéleges szekcidja teljes mértékii.

(c) Igazoljuk, hogy A nem mérhet6 a kétdimenzids Lebesgue-mérték szerint.
7. Ismert, hogy a kontinuum kofinalitdsa nem lehet w. Legyen < a [0, 1] intervallum egy kontinuum
tipust jélrendezése. Legyen minden H C [0, 1]-re u(H) = 0, ha |H| < 2% (azaz H kicsi), és u(H) = 1,
ha HO, 1\ H} < 2% (azaz H nagyon nagy).

(a) Igazoljuk, hogy 1 mérték.

(b) Igazoljuk, hogy az A = {(z,y) € [0,1]* : z < y} halmaz nem mérhet6 a u? kétdimenziés mérték
szerint.
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