
Valós anaĺızis gyakorlat, 2012. május 9.

1. Igazoljuk, hogy ha a sűrűségi pont defińıciójában a gömböt kockára cseréljük, akkor ekvivalens
defińıciót kapunk.

2. Egésźıtsük ki úgy, hogy igaz legyen: ha egy ...................... függvény bal felső deriváltja m.m.
nemnegat́ıv, akkor monoton nő.

3. a) Igazoljuk, hogy ha H ⊂ R
p mérhető, λ(H) > 0, akkor H − H tartalmaz 0 körüli gömböt.

(Steinhaus tétele)
b) Igazoljuk, hogy ha A, B ⊂ R

p mérhető pozit́ıv mértékű halmazok, akkor A + B belseje nemüres.
(c) Igazoljuk, hogy ha A ⊂ R

p pozit́ıv mértékű mérhető és B ⊂ R
p pozit́ıv külső mértékű halmaz,

akkor A + B belseje nemüres.

4. Legyen f : C → [0, 1] a Cantor-függvény. Tetszőleges H ⊂ [0, 1] Borel-halmazra legyen µ1(H) =
λ(f(H ∩C)), µ2(H) = λ(f−1(H)) és µ3 = µ1 + µ2. A µ1, µ2, µ3 és λ mértékek közül melyik melyikkel
szinguláris, illetve melyik melyikre nézve abszolút folytonos? Mi a µi függvényeknek a Lebesgue-
mértékre vonatkozó Lebesgue-felbontása? Mi a Lebesgue-mérték µi-re vonatkozó Lebesgue-felbontása?

5. Konstruáljunk szigorúan növekvő, szinguláris függvényt [0, 1]-en.

6. Tegyük fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és ≺ a [0, 1] intervallum egy ω1 t́ıpusú jólrendezése.
Legyen

A = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : x ≺ y}.

(a) Igazoljuk, hogy A-nak minden v́ızszintes szekciója nullmértékű.
(b) Igazoljuk, hogy A-nak minden függőleges szekciója teljes mértékű.
(c) Igazoljuk, hogy A nem mérhető a kétdimenziós Lebesgue-mérték szerint.

7. Ismert, hogy a kontinuum kofinalitása nem lehet ω. Legyen ≺ a [0, 1] intervallum egy kontinuum
t́ıpusú jólrendezése. Legyen minden H ⊂ [0, 1]-re µ(H) = 0, ha |H| < 2ℵ0 (azaz H kicsi), és µ(H) = 1,
ha

∣

∣[0, 1] \ H
∣

∣ < 2ℵ0 (azaz H nagyon nagy).
(a) Igazoljuk, hogy µ mérték.
(b) Igazoljuk, hogy az A = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : x ≺ y} halmaz nem mérhető a µ2 kétdimenziós mérték

szerint.
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