
Valós anaĺızis gyakorlat, 2013. március 6.

1. Legfeljebb hány különböző nullhelye lehet egy ex + p(x) alakú függvénynek, ha p egy n-edfokú
polinom?

2. A Lagrange-középértéktétel felhasználásával igazoljuk, hogy ha f differenciálható R-en, és f ′

korlátos, akkor f Lipschitz.

3. Mutassunk példát olyan, akárhányszor differenciálható f függvényre, amire x 6= 0 estén f(x) > 0,
és f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = . . . = 0.

4. Legyen x < 0 és n pozit́ıv egész. Melyik nagyobb? ex vagy 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . .+

xn

n!
?

5. Függvényvizsgáljuk az
ex

1− x2
függvényt.

6. Legyen f egy n-szer differenciálható függvény. Az f osztott differenciáit az x0, x1, . . . , xn alappon-

tokon ı́gy jelöljük és definiáljuk:

f [x0] = f(x0);

f [x0, x1, . . . , xn] =
f [x0, x1, . . . , xn−2, xn]− f [x0, x1, . . . , xn−2, xn−1]

xn − xn−1
ha xn−1 6= xn;

f [x0, x1, . . . , xn] = f [x0, x1, . . . , xn−2, t]
′

∣

∣

∣

t=xn

ha xn−1 = xn.

(a) Legyen f(x) = ax2 + bx+ c. f [x, y, z] =?
(b) Igazoljuk, hogy ha f kétszer differenciálható, x ≤ y ≤ z és x 6= z, akkor létezik olyan

ξ ∈ (x, z), amire f ′′(ξ)
2

= f [x, y, z].
(e) Mi f [x0, x1, . . . , xn] értéke, ha f(x) legfeljebb n-edfokú polinom?
(d) Bizonýıtsuk be, hogy az osztott differencia nem függ az x0, . . . , xn számok sorrendjétől.
(e) Igazoljuk, hogy ha f n-szer differenciálható és az x0, x1, x2, . . . , xn valós számok nem mind

egyenlők, akkor

∃ξ ∈
(

min xi,maxxi

) f (n)(ξ)

n!
= f [x0, x1, . . . , xn].

7. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges n pozit́ıv egész számra és x > 0-ra
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> 0.

(Hol van ebben a feladatban a ξ? ;-) )

Házi feladatok

8. Függvényvizsgáljuk az x

√
x függvényt.

9. Az f függvény háromszor differenciálható, f(−1) = 0, f(1) = 1 és f ′(0) = 1. Mutassuk meg, hogy
létezik olyan ξ ∈ (−1, 1), amire f ′′′(ξ) = 3.

10. Bizonýıtsuk be, hogy ha a > 1 és 0 < x <
π

a
, akkor

sin ax

sin x
< ae−(a2−1)x2/6.

A következő órán, ı́rásban beadandó házi feladat

BA7. (a) Igazoljuk, hogy az x 7→ 1√
1 + ex

függvény szigorúan konkáv a (−∞, 0) intervallumon.

(b) Bizonýıtsuk be, hogy ha 0 ≤ a, b ≤ 1, akkor
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

≤ 2√
1 + ab

.

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladat

PM4. Az f : R → R függvény kétszer differenciálható, f(0) = 2, f ′(0) = −2 és f(1) = 1. Igazoljuk,
hogy létezik olyan ξ ∈ (0, 1) valós szám, amire f(ξ) · f ′(ξ) + f ′′(ξ) = 0. (IMC 1998)
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