KFT gyakorlat, 2014. szeptember 9.

1. Ellenérizziik, hogy teljesiilnek-e a Cauchy-Riemann egyenletek a kovetkezd fliggvényekre:
(% + 9%, 22y); (z° — y?, 22y); (€” cosy, €” siny).

2. Mik azok a komplex szdmok, ahol az Im z - Re® z - i + Z fiiggvény differencidlhat6?

3. Igaz vagy hamis?

(a) Ha az f(z) fiiggvény differencidlhaté a z, pontban, akkor f(z) differencidlhaté a z, pontban.

(b) Ha f(z) differencidlhaté zo-ban, akkor f(Z) differencidlhaté Zg-ban.

(c) Ha f(z) fuggvény differencidlhat6 zp-ban, akkor g(z) = f(Z) differencidlhaté Zg-ban.
4. Igazoljuk a Zsukovszkij-fiiggvény és a komplex differencidlhatésdg segitségével, hogy a —1,1 fokuszi
ellipszisek és hiperboldk merélegesen metszik egymast.
5. Szamitsuk ki a Cauchy-Hadamard tételbol az alabbi hatvanysorok konvergenciasugarat! Hol konver-
gensek és hol abszolit konvergensek ezek a hatvanysorok? Mik a tagonkénti derivaltjaik, illetve primitiv
fliggvényeik? Mekkora a konvergenciasugara a derivaltakat és a primitiv fliggvényeket eloalité soroknak?
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6. Van-e hatarértéke az e fiiggvénynek a 0-ban?

7. Mutassuk meg, hogy a sin z = 0 egyenletnek a z = 0 az egyetlen megoldésa az egységkorben.

8. Abrzizoljuk a sikon a kovetkez6 halmazokat:

{eZ:O<Rez<1,O<Imz<g}; {cosz:0<Rez<g,O<Imz}

Hazi feladatok

9. Mik azok a komplex szdmok, ahol az Im? z + Re z + Z fiiggvény differencidlhaté?

10. Adjuk meg az Osszes lehetséges értékeit a kovetkezd kifejezéseknek!
e’ log(3 + V/31)

11. Hogy viselkednek az €%, sin z, cos z, tg z, ctg z fiiggvények, ha Im z — +o0?
12. Abrézold a kévetkezd halmazokat:

{logl_z:Rez>O}; {sinz:0<Rez<z,O>Imz}
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13. Hagyjuk el a sikbdl a 7 (valds egész) tobbszoroseinek e sugari kornyezetét. Igazold, hogy a megmaradt
tartoméanyon az 1/sin z és a ctg z fiiggvény is korlatos. A
14. Az &dbran ldathaté tartomanyon a f(z) = +/cosz fiiggvény

értelmezhet6 ugy, hogy f folytonos, és f(0) = 1. (Ezt nemsokara

bebizonyitjuk, de példdul a PM2a. feladatbdl is kovetkezik.)
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Szorgalmi (irdsban beadhatd, Pedial Medal pirospontra bevalthatd) feladat

PM2. (a) Igazold, hogy ha f : C — C folytonos, és sehol sem tiinik el, akkor az arg f, a log f, tovabba
tetszbleges pozitiv egész n-re az /f fiiggvény folytonosan értelmezhetd az egész komplex sikon.
(b) Bizonyitsd be az algebra alaptételét a Brouwer-fixponttételbdl, a z+c {/p(z) fliggvény vizsgalataval.
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