
KFT gyakorlat, 2014. szeptember 23.

1. Legyen a komplex szám.

(a) Alaḱıtsuk át egy holomorf függvény komplex vonalintegráljává az 1

2π

∫

|z|=1

∣

∣z − a
∣

∣

2 | dz| in-
tegrált.

(b) 1

2π

∫

|z|=1

∣

∣z − a
∣

∣

2 |dz| =?

2. A p(z) legalább másodfokú polinom gyökei az |z| < ̺ kör belsejébe esnek. Legyen tetszőleges
R > |̺| esetén

I(R) =

∫

|z|=R

dz

p(z)
.

Igazoljuk, hogy (a)
∣

∣I(R)
∣

∣ ≤ O(1/R); (b) I(R) értéke állandó; (c) I(R) = 0.

3. Az f(z) függvény holomorf a 0 < |z| < 1 halmazon és |f(z)| < 1√
|z|
. Mutassuk meg, hogy f -nek

van primit́ıv függvénye.

4.
1

2πi

∫

|z|=3

cos z dz =?
1

2πi

∫

|z|=3

cos z

z − π
4

dz =?

∫

|z|=3

ez

z2 − 4
dz =?

5. A p(z) polinom gyökei közül k darab az |z| < r kör belsejébe esik, a többi gyök a körön ḱıvül van.
Legyen γ(t) = p(reit) (0 ≤ t ≤ 2π).

(a) Hogyan számı́thatjuk ki az
∫

γ
dz
z
integrált helyetteśıtéses integrálással?

(b) Mi a γ görbe 0-ra vonatkozó indexe? (Seǵıtség: bontsuk parciális törtekre az p′(z)/p(z)
függvényt.)

Házi feladatok

6.
1

2π

∫

|z|=1

|z − a|4 |dz| =?

7.
∫

|z|=1

dz

z − 9z3
=?

∫

|z|=3

sin z

z2 − π2

4

dz =?

∫

|z|=3

ez

z3 + z
dz =?

8. Igazoljuk, hogy tetszőleges a komplex számra

∫ ∞

−∞

e−x2/2 · eiax dx =
√
2π · e−a2/2,

avagy haranggörbe Fourier-transzformáltja is haranggörbe.

9. Legyen f olyan polinom, amire igaz az, hogy f ′ gyökei az egységkör belsejében vannak. Bi-
zonýıtsuk be, hogy az egységkörvonal f szerinti képe mindig balfelé kanyarodik, azaz bármely valós

t-re
(

arg
(

(

f(eit)
)′
))′

> 0.

(
(

f(eit)
)′

a sebesség; arg
(

(

f(eit)
)′
)

az irány;
(

arg
(

(

f(eit)
)′
))′

az előjeles görbület.)

http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2014osz-kft/

http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/Peldatar/FeherKosToth_AnalfgyII.pdf

http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2014osz-kft/
http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/Peldatar/FeherKosToth_AnalfgyII.pdf

