
KFT gyakorlat, 2014. szeptember 30.

1. Legyen D egyszeresen összefüggő (vagy csak konvex) tartomány, ami nem tartalmazza a 0-t.
(a) Bizonýıtsuk be, hogy az 1/z függvénynek létezik primit́ıv függvénye D-n.
(b) Bizonýıtsuk be, hogy ha a D tartományon g′ = 1/z, akkor ze−g(z) konstans.
(c) Bizonýıtsuk be, hogy log f értelmezhető regulárisan a D tartományon.

2. Legyen γ rektifikálható görbe, és f(z) folytonos γ-án.

(a) Mutassuk meg, hogy az f(c) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − c
dz paraméteres integrál akárhányszor differenciálható.

(b) Milyen összefüggéseket kaphatunk a Cauchy-formula (többszörös) differenciálásával?

3.
1

2πi

∫

|z|=5

cos z

z2
dz =?

∫

|z|=3

ez

z8
dz =?

∫

|z|=3

ez

(z − 2)3
dz =?

4. Legyen f(z) =
1

1− z
=

∞
∑

n=0

zn. Ellenőrizzük az együtthatóformulát az |z| = 1
2
körön: cseréljük ki a

kört egy R > 1 sugarú körre (közben alkalmazzuk a Cauchy-formulát az 1 pontban) és nézzük meg, hogy
mi történik, ha R → ∞.

5. Az f függvény holomorf egy 0 középontú, r + ε sugarú körben. Igazoljuk, hogy a 0 körüli, r sugarú
körön f(z) átlaga f(0). (Gondoljuk meg hatványsorral és közvetlenül a Cauchy-formulával is.)

6. Az f(z) függvény holomorf az egységkör (|z| < 1) belsejében és |f | < 1. Legfeljebb mekkora lehet
|f ′′′(0)|?

7. Tegyük fel, hogy a
∞
∑

n=0

anz
n hatványsor konvergens az egységkörben, és az összege egyrétű (injekt́ıv)

függvény. Fejezd ki az egységkörlap képének területét az együtthatókkal.

Házi feladatok

8. Legyen D egyszeresen összefüggő (vagy csak konvex) tartomány, f(z) reguláris D-n, és f 6= 0.
(a) Bizonýıtsuk be, hogy az f ′/f függvénynek létezik primit́ıv függvénye D-n.
(b) Bizonýıtsuk be, hogy ha a D tartományon g′ = f ′/f , akkor f(z)e−g(z) konstans.
(c) Bizonýıtsuk be, hogy log f értelmezhető regulárisan a D tartományon.

9. Legyen a és r is pozit́ıv valós szám.
∫

|z|=r

az dz =?

∫

|z|=r

az

z + 1
dz =?

∫

|z|=r

az

(z + 2)2
dz =?

∫

|z|=2

(

z − 1

z + 1

)n

dz =? (n ∈ Z)

10. Fejtsük hatványsorba a
z3

z2 − 1
függvényt a −2i körül. (Bontsuk parciális törtekre, majd alaḱıtsuk

mértani sorok összegévé.)

11. Legyen a komplex szám.
1

2π

∫

|z|=1

log |z − a| | dz| =?

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladat

PM4. ,,Az a0, a1, . . . , sorozatban a0 = −1, és tetszőleges n ≥ 1-re
n

∑

k=0

ak
n− k + 1

= 0. Igazoljuk, hogy

n ≥ 1 esetén an > 0.” (IMO Shortlist, 2006/A2)
Oldjuk meg a feladatot komplex függvénytani eszközökkel; mutassuk meg, hogy

an =

∫ ∞

1

dx

xn(π2 + log2(x− 1))
.
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