KFT gyakorlat, 2014. szeptember 30.
1. Legyen D egyszeresen Osszefiiggd (vagy csak konvex) tartomény, ami nem tartalmazza a 0-t.
(a) Bizonyitsuk be, hogy az 1/z fiiggvénynek létezik primitiv fliggvénye D-n.
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha a D tartomanyon ¢’ = 1/z, akkor ze™9*) konstans.
(c) Bizonyitsuk be, hogy log f értelmezhetd reguldrisan a D tartoményon.

2. Legyen ~ rektifikdlhat6 gorbe, és f(z) folytonos y-an.
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(a) Mutassuk meg, hogy az f(c) = —/ /()
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dz paraméteres integral akarhanyszor differencialhaté.
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(b) Milyen 0Osszefiiggéseket kaphatunk a Cauchy-formula (t6bbszoros) differencidldsaval?
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4. Legyen f(z) = . Zz". Ellenérizziik az egyiitthatéformuldt az |z| = 3 kéron: cseréljiik ki a
n=0

kort egy R > 1 sugaru korre (kdzben alkalmazzuk a Cauchy-formuldt az 1 pontban) és nézziik meg, hogy
mi torténik, ha R — oo.

5. Az f fiiggvény holomorf egy 0 kozépontt, r + € sugaru korben. Igazoljuk, hogy a 0 koriili, r sugari
koron f(z) atlaga f(0). (Gondoljuk meg hatvanysorral és kozvetleniil a Cauchy-formuldval is.)

6. Az f(z) figgvény holomorf az egységkor (|z| < 1) belsejében és |f| < 1. Legfeljebb mekkora lehet
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7. Tegytik fel, hogy a Zanz" hatvanysor konvergens az egységkorben, és az Osszege egyrétii (injektiv)

n=0
fliggvény. Fejezd ki az egységkorlap képének tertiletét az egyiitthatokkal.
Hazi feladatok
8. Legyen D egyszeresen Osszefliggd (vagy csak konvex) tartomdany, f(z) reguldris D-n, és f # 0.
(a) Bizonyitsuk be, hogy az f’/f fliggvénynek létezik primitiv fiiggvénye D-n.
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha a D tartomdnyon ¢’ = f'/f, akkor f(z)e 9*) konstans.
(c) Bizonyitsuk be, hogy log f értelmezhet6 reguldrisan a D tartoményon.

9. Legyen a és r is pozitiv valds szam.
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10. Fejtsik hatvanysorba a figgvényt a —2i koriil. (Bontsuk parcidlis tortekre, majd alakitsuk

mértani sorok 0sszegévé.)

11. Legyen a komplex szam.
1
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Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladat
PM4. Az ag,aq,..., sorozatban ag = —1, €s tetszoleges n > 1-re Z
k=0

n—aiklj—i—l = 0. Igazoljuk, hogy

n > 1 esetén a, > 0.” (IMO Shortlist, 2006/A2)
Oldjuk meg a feladatot komplex fliggvénytani eszkozokkel; mutassuk meg, hogy

" _/°° dz
" an(r? 4 log’ (@ — 1))
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