KFT gyakorlat, 2014. oktéber 13.
1. Ha az f(z) egészfiiggvényre f (#) = cos %, akkor mennyi lehet f(—1)7

2. Az f(z) és az f(—2) fiiggvények segitségével igazoljuk, hogy ha az f egészfiiggvény a valés és a képzetes
tengelyen is csak valds értékeket vesz fel, akkor paros fliggvény.

3. Az f figgvény reguldris az 1 — e < |z| < 1 + ¢ korgyliriin, és [ értéke az egységkorvonal végtelen sok
pontjaban valds. Bizonyitsd be, hogy f a teljes kdrvonalon valés. (Segitség: titkrozziink a korvonalra.)

4. Tegytk fel, hogy a > a,2" sor az egész sikon konvergens, és az Osszege f(z). Igazoljuk, hogy ha
n=0
|f(2)| < el akkor n > 1 esetén |a,| < (E> . (Mekkora korre érdemes felirni az egyiitthatéformulat?)
n

5. A Liouville-tétel segitségével igazoljuk, hogy ha f kétszeresen periodikus egész fiiggvény (azaz f(z+a) =
f(2), f(z+Db) = f(2) és az a, b periédusok nem egy kozos ¢ periédus egész szamu tObbszorosei), akkor f
konstans.

6. Bizonyitsuk be, hogy egy nem konstans egészfiiggvény valds része nem lehet korlatos sem alulrél, sem
feliilrol.

7. A maximum-elv felhasznalasdaval bizonyitsuk be, hogy ha egy fliggvény regularis és nem konstans egy
nyilt halmazon, akkor a valds és a képzetes részének nincs lokélis szélsoértéke.

8. Mutassunk példét olyan f(z) regularis fiiggvényre az {|z| < 1+¢}\ {1} halmazon, amire |f(z)| <1 ha
|z| =1és z #1, de |f(0)] > 1.
9. Az f fiiggvény reguldris az |z| < 1 + ¢ korlemezen. Legyen A = max |f(e)]| és B = max |f(e™)].

0<t<m T<t<2mw
Bizonyitsd be, hogy |f(0)] < VAB.
Hazi feladatok

10. A Liouville-tételbol vezesd le, hogy ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor az értékkészlete stirti.

11. Az f fuggvény reguldris az 1 < |z| < 2 tartomdnyon, és az [1,2] szakaszon csak valds értékeket vesz
fel. Mutasd meg, hogy a [—1, —2] szakaszon is csak valds értékei vannak.

12. Bizonyitsd be, hogy ha egy fliggvény regularis az |z| < 1 + ¢ korlapon és nem konstans, akkor az
|z| = 1 kérvonalnak csak véges sok pontjaban lehet tisztdn valés az értéke.

13. Vezesd le a maximum-elvet a Parseval-formuldbdl.
14. (a) Az f(z) egészfiiggvényre |f(1/n)] =1/n* han =1,2,..., és|f(i)] = 2. Mekkora lehet |f(—i)|?

(b) Az f egész fuggvényre arg f(1/n) = 12 (mod 27), han =1,2,.... Mi lehet arg f(2)?
n

15. Az f egészfiggvényt érdekesnek nevezziik, ha f(z) értéke tisztan valés a Rez = (Im 2)? parabola
pontjaiban.
(b) Bizonyitsd be, hogy minden f érdekes fliggvényre teljesiil, hogy f'(—3/4) = 0.
(a) Mutass példat nemkonstans érdekes fiiggvényre.
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