KFT gyakorlat, 2014. oktéber 14.

1. Mutassunk olyan nem azonosan 0 fliggvényt, ami reguldris az egységkor belsejében, és ott végtelen sok
gyoke van. Miért nem mond ez ellent az unicitas-tételnek?

2. Fejtsiik Laurent-sorba az f(z) = fiiggvényt az 1 < |z| < 2 tartomanyon.
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3. Igazoljuk, hogy ha az f(z) fiiggvény reguldris az a pont egy pontozott kornyezetében, és ott f|(z)| > 1,
akkor a megsziintetheto szingularitas vagy polus.

4. Tegyiik fel, hogy f-nek m-edrendi pélusa van a-ban, és p egy n-edfoki polinom. Mutassuk meg, hogy
p(f(2)) figgvénynek mn-edrendii pélusa van a-ban.

5. Hol vannak az alabbi fiiggvényeknek izolalt szingularitdsai? Mennyi ott a reziduum?
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6. Fejtsd Laurent-sorba a EEY) fiiggvényt az 1 koriil, az 1 < |z — 1| < 2 halmazon.
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7. Bizonyitsd be, hogy ha egy fiiggvény az |z| > 1 tartomdnyon reguldris és korlatos, akkor létezik
hatarértéke a co-ben.

Hazi feladatok
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9. Bizonyitsd be, hogy ha f regularis, és g-nek pélusa van az a pontban, ezenfeliil lim \/m lg(2)] = 2,
akkor f(a) = f'(a) = 0. .

10. Bizonyitsd be (a nagy Picard-tétel felhasznalasa nélkiil), hogy ha az f fiiggvénynek lényeges szingu-

laritdsa van az a pontban, akkor tetszéleges r > O-ra f (B (a, r)) metsz minden egyenes szakaszt. (Hasznald
a Zsukovszkij-fiiggvényt.)

8. Fejtsd Laurent-sorba az f(z) = fiiggvényt az 2 < |z — 1] < 3 tartoméanyon.

11. Legyen az f fliggvény reguldris az egységkor belsejében. Fejezd ki az
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integral értékét f(0), f'(0),... segitségével.

Szorgalmi (irdsban beadhatdé, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladat

PMS5. Legyen S(z) =z H (1 T 2). Igazold, hogy
k=1

(a) ez a végtelen szorzat a teljes komplex szamsikon konvergens, és a szorzatfiiggvény reguldris;

(b) S(z+m) = =5(2);

(c) ha a komplex szamsikb6l a 7 minden tobbszorosének elhagyjuk egy § sugard kornyezetét, akkor a
megmaradt tartomanyon az 1/5(z) figgvény korlétos;

(d) az &~ sz fliggvény korlatos, és csak megsziintetheto szingularitasai vannak;

(e) S(z) = sin 2.

PMS6. Legyen f(z) egészfiiggvény, és tegyiik fel, hogy alkalmas a, b # 0 komplex szdmokra, amikre § ¢ Q,
és valamilyen m nemnegativ egészre

AL = AT = 0.
Mutassuk meg, hogy f legfeljebb m-edfoki polinom.
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