
KFT gyakorlat, 2014. november 18.

1. Legyen a komplex szám.
1

2π

∫

|z|=1

log |z − a| | dz| =?

2. Írjuk fel (számolás nélkül) azt a törtlineáris függvényt, ami (a) az egységkört a jobb félśıkba képezi; (b)
a jobb félśıkot az egységkörbe képezi.

3. Egy (a) lineáris tört; (b) racionális tört (c) az egész śıkon meromorf függvény az egységkörvonalat
önmagára képezi. Hogyan helyezkedhetnek el a gyökei és a pólusai?

4. Az f(z) függvény reguláris a nýılt egységkörlapon, és |f | ≤ 1. A függvény gyökei w1, w2, . . . (lehet

végtelen sok is). Bizonýıtsuk be, hogy |f(0)| ≤
∏

j

|wj|.

5. Igazoljuk, hogy ha f reguláris az egységkörben és |f(z)| < 1, akkor
|f ′(z)|

1− |f(z)|2
≤

1

1− |z|2
. (Kom-

ponáljuk f -et törtlineáris függvényekkel; vezessük vissza a feladatot a Schwarz-lemmára.)

6. Igazoljuk, hogy létezik olyan, az egységkörben reguláris, nem konstans függvény, aminek gyökei a
körvonal minden pontjához torlódnak. (Használjuk lineáris törtek szorzatát és a Vitali-Montel tételt.)

7. Legyen D = {z : |z| < 1} a nýılt egységkör, és f : D → D holomorf. Bizonýıtsd be, hogy ha
f
(

1− 1
k

)

= 0 minden pozit́ıv egész k-ra, akkor f ≡ 0.

Házi feladatok

8. A kitevőben levő függvény 0-, ∞- és 1-beli értéke alapján, további számolás nélkül, pusztán a törtlineáris
függvények és az exponenciális függvény ismert tulajdonságai alapján mutasd meg, hogy

∣

∣e(z+1)/(z−1)
∣

∣ <

1 (|z| < 1).

9. Bizonýıtsd be, hogy tetszőleges n-edfokú f polinomhoz létezik olyan n-edfokú g polinom, amelynek az
egységkör belsejében nincs gyöke, továbbá az egységkörvonalon |g| = |f |.

10. Legyen F = {z : Re z > 0} a nýılt jobb félśık. Az f : F → F függvény holomorf, és f(1) = 1.

Bizonýıtsd be, hogy

∣

∣

∣

∣

f(2)−
5

4

∣

∣

∣

∣

≤
3

4
.

11. Az f függvény reguláris az |z| < 1 + ε körlapon véges sok pólus kivételével és f(0) = 1. A függvény
gyökei és pólusai az egységkör belsejében ̺1, ̺2, . . . , ̺n, illetve p1, p2, . . . , pm (minden gyököt és pólust

annyiszor sorolunk fel, amennyi a multiplicitása). Igazold, hogy
1

2π

∫ 2π

0

log |f(eit)| dt = log

∣

∣

∣

∣

p1p2 . . . pm

̺1̺2 . . . ̺n

∣

∣

∣

∣

.

(Ha egyáltalán nincs gyök vagy pólus, akkor a megfelelő szorzat értéke 1.)

12. Legyen D = {z ∈ C : |z| < 1} a komplex egységkörlemez, és legyen 0 < a < 1 valós szám. Tegyük
fel, hogy f : D → C \ {0} holomorf függvény, amire f(a) = 1 és f(−a) = −1. Bizonýıtsuk be, hogy

sup
z∈D

∣

∣f(z)
∣

∣ ≥ exp

(

1− a2

4a
π

)

.
(Schweitzer-verseny, 2012)

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladat

PM9. Legyen D az egységkörlemez, amit azonośıtunk a körmodellel, a1, . . . , an ∈ D, és legyen p(z) =
n
∏

j=1

z − aj

1− ajz
. Bizonýıtsd be, hogy p′(z)-nek multiplicitásal számolva pontosan n−1 gyöke van D belsejében,

és ezek a gyökök az a1, . . . , an pontoknak a körmodellben vett konvex burkába esnek.
(A Gauss-Lucas-tétel hiperbolikus változata)

PM10 Legyen D az egységkörlemez, amit megfeleltetünk a Poincaré-féle körmodellnek. Igazoljuk, hogy
ha f : D → D reguláris, akkor

(a) f nem növeli a távolságot, azaz tetszőleges a, b ∈ D pontokra f(a) és f(b) hiperbolikus távolsága
legfeljebb akkora, mint a és b távolsága (Schwarz-Alhfors-Pick tétel);

(b) f nem növeli a területet, azaz bármely H ⊂ D, Borel halmazra f(H) hiperbolikus területe legfeljebb
akkora, mint H hiperbolikus területe.
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