KFT gyakorlat, 2014. november 18.

1. Legyen a komplex szam.
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o - log |z — al | dz] =7
2. Irjuk fel (szamolas nélkiil) azt a tortlinearis fiiggvényt, ami (a) az egységkort a jobb félsikba képezi; (b)
a jobb félsikot az egységkorbe képezi.
3. Egy (a) linedris tort; (b) raciondlis tort (c) az egész sikon meromorf fiiggvény az egységkorvonalat
onmagara képezi. Hogyan helyezkedhetnek el a gyokei és a pélusai?
4. Az f(z) fiiggvény reguldris a nyilt egységkorlapon, és |f| < 1. A fliggvény gyokei wy, ws, ... (lehet
végtelen sok is). Bizonyitsuk be, hogy |f(0)| < H lw;].
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ponaljuk f-et tortlinedris fiiggvényekkel; vezessiik vissza a feladatot a Schwarz-lemmara.)

5. Igazoljuk, hogy ha f reguldris az egységkorben és |f(z)| < 1, akkor (Kom-

6. Igazoljuk, hogy létezik olyan, az egységkorben regularis, nem konstans fiiggvény, aminek gyokei a
korvonal minden pontjahoz torlédnak. (Hasznaljuk lineéris tortek szorzatat és a Vitali-Montel tételt.)
7. Legyen D = {z : |z| < 1} a nyilt egységkor, és f : D — D holomorf. Bizonyitsd be, hogy ha
f (1 — %) = 0 minden pozitiv egész k-ra, akkor f = 0.

Hazi feladatok

8. A kitevOben levo fliggvény 0-, oo- és 1-beli értéke alapjan, tovabbi szamolas nélkiil, pusztan a tortlinearis
fliggvények és az exponencidlis fiiggvény ismert tulajdonsdgai alapjén mutasd meg, hogy |[e®HD/G=D] <
I (2] <1).

9. Bizonyitsd be, hogy tetszoleges n-edfoki f polinomhoz létezik olyan n-edfokt g polinom, amelynek az

egységkor belsejében nincs gyoke, tovabba az egységkorvonalon |g| = | f].

10. Legyen F' = {z : Rez > 0} a nyilt jobb félsik. Az f : F — F fluggvény holomorf, és f(1) = 1.
) 3

Bizonyitsd be, hogy |f(2) — 1 < 1

11. Az f fiiggvény reguldris az |z| < 1 + ¢ korlapon véges sok pélus kivételével és f(0) = 1. A fiiggvény
gyOkei és pélusai az egységkor belsejében o1, 09, ..., 0p, illetve pi,po, ..., pp (minden gyokot és pdlust
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annyiszor sorolunk fel, amennyi a multiplicitdsa). Igazold, hogy Py / log | f(e")] dt = log
T™Jo

(Ha egyaltalan nincs gyok vagy pélus, akkor a megfelel§ szorzat értéke 1.)

12. Legyen D = {z € C : |z| < 1} a komplex egységkorlemez, és legyen 0 < a < 1 valés szam. Tegyiik

fel, hogy f : D — C\ {0} holomorf fiiggvény, amire f(a) = 1 és f(—a) = —1. Bizonyitsuk be, hogy
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su Z)| = ex T .
sup (2)] = exp (1)
Szorgalmi (irdsban beadhatd, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladat

(Schweitzer-verseny, 2012)

PM9. Legyen D az egységkorlemez, amit azonositunk a kormodellel, aq,...,a, € D, és legyen p(z) =

IT 12 _Ej . Bizonyitsd be, hogy p/(z)-nek multiplicitasal szamolva pontosan n— 1 gyoke van D belsejében,
j=141— @z
és ezek a gyokok az aq, ..., a, pontoknak a kormodellben vett konvex burkaba esnek.

(A Gauss-Lucas-tétel hiperbolikus véltozata)
PM10 Legyen D az egységkorlemez, amit megfeleltetiink a Poincaré-féle kormodellnek. Igazoljuk, hogy
ha f: D — D regularis, akkor
(a) f nem noéveli a tdvolsdgot, azaz tetszéleges a,b € D pontokra f(a) és f(b) hiperbolikus tévolsiga
legfeljebb akkora, mint a és b tavolsadga (Schwarz-Alhfors-Pick tétel);
(b) f nem néveli a tertiletet, azaz barmely H C D, Borel halmazra f(H) hiperbolikus teriilete legfeljebb
akkora, mint H hiperbolikus teriilete.
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