KFT gyakorlat, 2014. november 25.

1. Adott a komplex sikon egy K korvonal, rajta kiviil egy p pont. Bizonyitsd be, hogy ha f olyan
tortlinearis fiiggvény, amire f(K) = K és f(p) = p, akkor |f'(p)| = 1.
2. Legyen D # C egyszeresen osszefiiggd tartomany, p € D, és f : D — D olyan holomorf fiiggvény, amire
f(p) = p. Igazoljuk, hogy |f'(p)| < 1.
3. Az f fuggvény holomorf az r < |z| < 1 kdrgyfiriin, folytonos az egységkorvonalon, és (a) a koérvon-
alon valds; (b) a korvonalon |f| = 1. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a fiiggvény (a koérvonalra tikrozéssel)
analitikusan folytathaté az r < |z| < % gyurire?
4. Ellendrizziik a Schwarz-Christoffel formulat az 0 < arg z < a kétszogre.
5. frjunk fel olyan konform leképezést, ami a felsd félsikot egy szabalyos hdaromszognek felelteti meg.
6. Legyen D = {z : |z + §| < 1,Rez > 0}. Legyen ¢ az a konform leképezés, ami D-t a jobb félsikra
képezi gy, hogy ¢(0) = oo és p(£3) = Fi. Igazoljuk, hogy ¢ kiterjesztheté az egész sikon meromorf
fliggvénnyé. Mik a kiterjeszetett fliggvény gyokei?
7. A felso félsikot egy szabalyos 6tszoglemezre akarjuk képezni a Schwarz-Christoffel formulaval gy, hogy
A =—1,A5,=0,és A3 = 1. Mi legyen Ay és As?

Hazi feladatok

8. Képezziik konform médon a félsikot egy négyzetre.

9. Legyen 0 < a < 1, és legyen a D tartomany az egységkorlemez és az
(a,1/a) atméréju kor killonbsége, és legyen f az a konform leképezés, ami
D-t a jobb félsikba viszi gy, hogy f(a) = oo és f(0) = 1.

(a) Mutassuk meg, hogy pontosan egy ilyen f létezik. -1 0 1

(b) Igazold, hogy f kiterjeszthetd az egész sikon meromorf fiiggvénnyé. “ l/a
(c) f(1) =? "
(d) Hol veszi még fel a (kiterjesztett) fliggvény az 1 értéket?

10. Igazoljuk, hogy ha altalunk vélasztott Aj-kkel és aj-kkel irjuk fel a Schwarz-Christoffel formulat,
0<a; <més)y (m—a;) < 2m akkor a formula a félsikot egy konvex sokszogbe képezi.

11. Bizonyitsuk be, hogy ha az r; < [z| < Ry és 1y < |z| < Ry gytrik konform ekvivalensek, akkor
Ry Ry

T )

PM11. Bontsuk fel a Poincaré féle kormodelt olyan egybevagd haromszogekre,
amelyeknek két 45 és egy 60 fokos szoge van, és szinezziik ezeket felvaltva feketére
és fehérre. (Ld. M. C. Escher Cirlce Limit IV — Heaven and Hell c. famet-
szetét). Létezik-e olyan, az egységkorben meromorf fiigvény, aminek minden
fekete haromszogben (6rdég) pontosan egy gyodke van és nincs pdlusa, tovabba
minden fehér hdromszogben (angyal) pontosan egy pélusa van és nincs gyoke?

PM12. (a) Legyen D; = {z : r < |z| < R} és Dy = {z : |z] < R}, ahol
0 <r < R valds szamok;

(b) Legyen D; az &bran a kiils6, sotétebben satirozott tartomény, D pedig a
kiilso és a belso rész egyiitt.

Bizonyitsd be, hogy tetszéleges f : D; — C holomorf fliggvényre a koévetkezo
allitasok ekvivalensek:

(1) f analitikusan folytathaté Do-re;
(2) f-nek létezik akdrhdnyszoros primitiv fliggvénye; D,

Dy

(3) Bérmely g : Dy — C holomorf fiiggvényre az fg fiiggvénynek létezik
primitiv fiiggvénye D;-en.
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