
KFT gyakorlat, 2014. december 9.

1.Melyik függvény harmonikus az alábbiak közül? Amelyik harmonikus, az melyik reguláris függvény
valós része, és mi a harmonikus konjugáltja?

(x, y) 7→ x; (x, y) 7→ x2; x2 + y2; x2 − y2; log(x2 + y2)
1− x2 − y2

1− 2x+ x2 + y2

2. Legyen f reguláris egy D ⊂ C tartományon. Melyik függvény harmonikus az alábbiak közül?
Amelyik harmonikus, az melyik reguláris függvény valós része?

Re f ; Re2 f ; Re2 f + Im2 f ; (Re f) · (Im f);

|f |2; log |f |; arg |f |; arg f ;
Re f

|f |
;

Re f

|f |2

3. Mondjuk ki, és igazoljuk a következő, komplexből ismert tételek harmonikus megfelelőit: unicitás-
tétel, középérték-tulajdonság, maximum-elv.

4. Mutassuk meg, hogy ha egy kétváltozós valós polinom harmonikus, akkor egy komplex polinom
valós része.

5. A Cauchy-formulák és a Poisson-formula mintájára ı́rjunk fel olyan integráltételt, ami tetszőleges,
az egységkörben harmonikus függvény parciális deriváltjait előálĺıtja a függvényértékeknek a körvo-
nalon vett integráljaként.

6. Írjuk fel a Poisson-formulának egy olyan változatát, ami egy, az egységkörben harmonikus függvény
(egyik) harmonikus konjugáltját álĺıtja elő a függvényértékeknek a körvonalon vett integráljaként.

Házi feladatok

7.Melyik függvény harmonikus az alábbiak közül? Amelyik harmonikus, az melyik reguláris függvény
valós része, és mi a harmonikus konjugáltja?

(x, y) 7→ y; xy; x3y + xy3; x3y − xy3

8. Legyen f reguláris egy D ⊂ C tartományon. Melyik függvény harmonikus az alábbiak közül?
Amelyik harmonikus, az melyik reguláris függvény valós része?

Im f ; |f |; log |f |2; arg f ; Re2 f − Im2 f ;
Re f − Im f

|f |2

9. Mondd ki, és igazold a következő, komplexből ismert tételek harmonikus megfelelőit: Liouville-
tétel, nýılt leképezés tétele, megszüntethető szingularitások jellemzése.

10. Konstruálj olyan ϕ : R× (0,∞)×R → (0,∞) függvényt, amire igaz, hogy ha h(x, y) harmonikus
és korlátos a felső félśıkon, és folytonos a valós tengelyen, akkor y > 0 esetén

h(x, y) =

∫
∞

−∞

h(t, 0)ϕ(x, y, t) dt.

11. Vezesd le a Poisson-formulát közvetlenül a Cauchy-formulából.
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