Valés analizis gyakorlat, 2014. februar 27.

1. (a) Igazoljuk, hogy ha egy R-beli nyilt halmaz nullmértékii, akkor iires.
(b) Mutassunk példét olyan R-beli zart halmazra, ami nullmértékii, de nem {iires.
(¢) Mutassunk példat olyan R-beli halmazra, ami nullmértékii, de sem nem fiires, se nem zart.

2. Tetsz6leges € > O-ra adjunk meg olyan sfirfi nyilt G C R halmazt, amire \(G) < &.

3. Igaz-e, hogy ha egy R-beli halmaz (a) minden Borel-halmazt; (b) minden G4 halmazt; (¢) minden
F, halmazt; (d) minden nyilt halmazt; (e) minden zart halmazt; (f) minden intervallumot; (g)
minden egységnyi hosszusagu intervallumot jol vag ketté a kiilsé Lebesgue-mérték szerint, akkor
Lebesgue-mérhet6?

4. Legyen X nem megszamlalhaté halmaz, M pedig az X egyelemi részhalmazai altal generalt
o-algebra.

a) Jellemezzitk M elemeit!

b) Konstrudljunk olyan « valdszintiségi mértéket M-en, mely szerint az egyelemii halmazok
nullmértékiiek!

¢) Hatdrozzuk meg az « éltal generdlt ¢, kiils6 mértéket!

d) Mi a ¢, altal meghatérozott mérték és mely halmazok mérhet6ek?

5. Konstrudlj olyan H C R Borel-halmazt, amelyre tetszéleges a < b esetén A((a,b) N H) > 0 és
A(a,b)\ H) > 0.

6. Megadhaté-e megszamldlhaténél tobb 1/2 Lebesgue mértékii mérheté halmaz [0, 1]-ben tgy, hogy
koziiliikk barmely ketté metszetének mértéke 1/4 legyen?

7. Igaz-e, hogy minden Lebesgue-nullmértékii valés szamhalmaz el6all, mint megszamlalhat6 sok
Jordan-nullmértékii halmaz uniéja?

Hazi feladatok
8. (a) Igazoljuk, hogy ha egy R-beli zart halmaz nullmértékii, akkor sehol sem stirti.
(b) Igaz-e, hogy ha egy halmaz sehol sem siirti, akkor nullmértékii?

9. Tetsz6leges € > O-ra adjunk meg olyan nyilt G C R halmazt, amire G D Q és A\(G) < .

10. Igaz-e, hogy ha egy R-beli halmaz (a) minden Borel-halmazt; (b) minden G halmazt; (c) minden
F, halmazt; (d) minden nyilt halmazt; (e) minden zart halmazt; (f) minden intervallumot; (g) minden
egységnyi hosszusagu intervallumot jol vag ketté a kiils6 Lebesgue-mérték szerint, akkor Lebesgue-
mérhetd?

11. Legyen p eltolas-invarians mérték R Borel-halmazain, amire ,LL([O, 1]) < 00. Igazoljuk, hogy i a
Lebesgue-mérték konstansszorosa.

12 (Borel-Cantelli lemma). Legyen @ kiilsé mérték az X halmazon, és A, C X (n =1,2,...)
olyan halmazok, amikre "7 Ti(A,) véges. Bizonyitsuk be, hogy az olyan X-beli pontok halmaza,
amelyek végtelen sok A,-nek elemei, p-nullmértékii.

A kovetkezo oran, irasban beadandé hazi feladat
BA3. Igazoljuk, hogy ha H C R olyan halmaz, amelyre barmely a < b esetén A((a,b) N H) <

ﬁ(b — a), akkor H nullmértékii.
100

Szorgalmi (irdsban beadhatd, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladat

PM2. Igazoljuk, hogy ha egy R"-beli halmaz el64ll nem iires belsejii konvex halmazok uniéjaként,
akkor Lebesgue-mérheto.
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