Valés analizis gyakorlat, 2014. marcius 6.

1. Legyen f : [a,b] — R korlatos fliggvény. Melyikbél kovetkezik melyik?
(i) f m.m. z € [a, b] -ben folytonos.
(ii) Van olyan folytonos fiiggvény, amellyel f m.m. xz-ben megegyezik.
(iii) Van olyan nullmértékii H halmaz, hogy [a, b] \ H-ra megszoritva f folytonos.
(iv) f Riemann integrélhaté [a, b]-n.

2. (a) Igazoljuk, hogy ha p mérték egy o-gyfiriin, akkor a o-véges halmazok o-gytiriit alkotnak.
(b) Milyen o-algebrét generalnak a o-véges halmazok?

0 haz <0 . . -
3. Legyen f(z) = 1 haz>o0 g(x) = |x| és h(z) = [z]. Hatdrozzuk meg a fig, fi,, 7y,

Lebesgue-Stieltjes kiils6 mértékeket, a mérhetd halmazok rendszereit.

4. Legyen f : R — R monoton nové fliggvény, és puy az f altal generalt Lebesgue-Stieltjes mérték.
Igazold, hogy tetszoéleges Borel-mérheté H halmazhoz léteznek olyan F, B C H és G5 K D H
halmazok, amikre p7(B) = pus(K) = ps(H).

5. Legyen f : R — R monoton névé fliggvény, és py az f éaltal generalt Lebesgue-Stieltjes mérték.
Igazold, hogy tetszoleges Borel-mérheté H halmazhoz léteznek olyan F, B C H és Gs K D H
halmazok, amikre p7(B) = ps(K) = ps(H).

Hazi feladatok

6. Legyen > a, abszolit konvergens sor, (g,) a raciondlis szamok egy felsoroldsa, és tetsz6leges
X € P(R)-re u(X) = > a,. Mia u fuggvény Jordan-felbontasa? Mi a totdlis varidcidja?
qgneX

7. Legyen f : [a,b] — R rogzitett fiiggvény, és legyen m([c,d)) = f(d) — f(¢) minden a < ¢ < d <d
esetén. Legyen p az m halmazfiiggvény (egyértelmii) kiterjesztése a [c, d) intervallumok &ltal generalt
gytirtire, tovabba legyen 7, v és 7 a p halmazfiiggvény pozitiv, negativ, illetve totalis variacidja.
Bizonyitsuk be, hogy

(a) Minden a < b < ¢ < dre 7([c,d)) = V([;[c,d]);

(b) f(x) — f(a) = p([a,z)) = 7([a,x)) — v([a, z)) minden olyan x € [a, b]-re, amelyre a jobboldal
értelmes.

A kovetkezo oran, irasban beadandoé hazi feladat

BA4. Legyen i = X\ — pjz. Mik a mérheté halmazok? Mik a mérték varidciéi? Mi a mérték
Jordan-felbontédsa, és mi a Hahn-felbontasa?
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