Valés analizis gyakorlat, 2014. marcius 20.

1. Igazold a Beppo Levi tétel segitségével, hogy ha f,, nemnegativ és p-mérhetd a p-mérheté A-n és
[ fadp < 1/n?, akkor f, — 0 p-m.m.

2. Kicserélhetjiik-e a Fatou-lemmaéban a liminf-et limsup-ra?
3. Vezessiik le be a Fatou-lemmabdl a monoton konvergencia tételt.

4. Adott mérheto f : X — R fiiggvényre melyikbol kovetkezik a masik?
(i) f integralhaté X-en,
(ii) |f] integralhaté X-en.

5. Fogalmazzuk at a kis Lebesgue-tételt véges Osszegekre.
6. Mutassunk példat olyan, pontonként konvergens f,, : [0, 1] — R fiiggvénysorozatra, amire lim fol fn
étezik, de lim [ f, # [ lim f,.

7. Legyen A C R (a) korldtos intervallum; (b) véges sok korlatos intervallum uniéja; (c) véges
mértéki Lebesgue-mérheté halmaz. Igazoljuk, hogy

lim [ sin(nz)d\ = 0.

n—oo A

8. Igazoljuk a Fatou-Lebesgue tételt: ha az (X, u) mértéktéren fi, fo,... és g mérhetd, |f.| < ¢
minden n-re, és g integralhato, akkor

/(liminf fo)du < liminf/ fudu < limsup/ fadu < / (lim sup f,)du.
X X X X

Hazi feladatok
9. Igaz-e, hogy ha f, nemnegativ és p-mérheté a p-mérheté A-n és fA fadp < 1/n, akkor f, — 0
p-m.m.?
10. Fogalmazd 4t a nagy Lebesgue-tételt szamsorok sorozataira.

11. Vezesd le a nagy Lebesgue-tételbol a kordbbi, az integrél és a pontonkénti hatarérték fel-
cserélhetségérél szolo tételeket (monoton konvergencia, Beppo Levi, Fatou-lemma, Fatou-Lebesgue
tétel, kis Lebesgue-tétel).

12. Tgaz-e, hogy minden Riemann-integralhaté [a,b] — R fliggvény Borel-mérhetd?
A kovetkezo oran, irasban beadandoé hazi feladat

BA6. (a) Igazold, hogy ha az (X,pu) mértéktéren fi, fo,... és gi1,92,... nemnegativ mérhetd
fliggvények, akkor

lim inf/ (fn+ gn)dp < lim inf/ fndp + lim sup/ gndp < lim sup/ (fn+ gn)dp.
X X X X

Szorgalmi (irdasban beadhatd, Pedial Medal pirospontra bevalthatd) feladat

PM6. Bizonyitsd be Lebesgue integral nélkiil, hogy ha f, : [0,1] — [0, 1] folytonos és f,(z) — 0
minden x € [0, 1]-re, akkor fol fn(x)dxr — 0.

PMT7. Igaz-e, hogy Lebesgue-mérhet6 R — R fliggvények tetszéleges sorozatabdl kivalaszthatd
olyan részsorozat, aminek m.m. pontban van hatarértéke?
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