Valés analizis gyakorlat, 2014. aprilis 3.

1. Mi a Lebesgue-mérték Radon-Nikodym derivaltja?

2. Legyen f : C' — [0,1] a Cantor-fiiggvény. Tetszbleges H C [0, 1] Borel-halmazra legyen py(H) =
Mf(HNQC)), ue(H) = MNfHH)) és pg = p1 + pa. A p1, po, pz és A mértékek koziil melyik
melyikkel szingularis, illetve melyik melyikre nézve abszolit folytonos? Mi a pu; fliggvényeknek a
Lebesgue-mértékre vonatkozo Lebesgue-felbontasa? Mi a Lebesgue-mérték p;-re vonatkozo Lebesgue-
felbontésa?

3. Mutassunk példat folytonos szingularis Borel-mértékre.

4. Tegyiik fel, hogy f: R — R Lipschitz, és Vx,y |f(x) — f(y)| < K|z —y|.
(a) Igazoljuk, hogy f valamilyen mérhet6 g fliggvény (Lebesgue-)integralfiiggvénye.
(b) Mutassuk meg, hogy |g| < K m.m.

5. Igaz-e, hogy ha f abszolit folytonos, és szigoriian monoton névé [a,b]-n, akkor az inverze is
abszoltt folytonos?

6. Konstrudljunk szigorian névekvé, szinguldris fliggvényt [0, 1]-en.

7. Létezik-e [0, 1]-en megszamlalhaténal tébb, paronként szinguléris folytonos Borel-mérték?
Hazi feladatok
8. Legyenek A és B mérhet6 halmazok az (X, M, u) véges mértéktérben és legyen
J(H) = u(H 0 A) = u(H O B)

minden H € M-re. Bizonyitsuk be, hogy ¥ < u, és hatarozzuk meg a Radon-Nikodym derivaltjat!

9. (a) Mi a kapcsolat az eloszlasfliggvény és a stirtiségfiiggvény kozott?

(b) Igazoljuk, hogy egy valésziniiségi valtozénak akkor és csak akkor van stiriiségfiiggvénye, ha
az eloszlasfiiggvénye abszolit folytonos.

(A ¢ valészintiségi véltozénak az f siirtiségfiiggvénye, ha tetszbleges H Borel-halmazra P(§ €

H)= [, fd\)
10. Egészitsiik ki ugy, hogy igaz legyen: ha f : (a,b) — R konvex, € ......ccccoooviiiiiiiiiiiiiiiiiiice, ,
akkor f abszolit folytonos.

11. Konstruédljunk olyan f : [0,1] — [0,1] folytonos fiiggvényt, amely nem abszolit folytonos, de
eloall két abszolit folytonos fiiggvény kompozicidjaként.

A kovetkezo oran, irasban beadandoé hazi feladat

BA7. Bizonyitsd be, hogy ha f és g abszolit folytonosak [a, b]-n, akkor f - g is abszolit folytonos
la, b]-n.

Szorgalmi (irdsban beadhatd, Pedil Medal pirospontra bevélthatd) feladat
PMS8. Az f : [0,1] — R figgvényre |f(z) — f(y)| < |v — y| tetszbleges =,y € [0, 1] esetén.
Igazold, hogy barmely ¢ > O-ra f grafikonja lefedheté megszamldlhaté sok (nem feltétleniil ten-

gelyparhuzamos) téglalappal gy, hogy a téglalapok révidebbik oldalainak Gsszege kisebb, mint e.
(A 2010-es ostravai verseny feladata volt)
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