Valés analizis gyakorlat, 2014. majus 6.

1. Bizonyitsuk be a Holder-egyenlotlenséget a p = 1, ¢ = oo hatéaresetben.

2. (a) Legyen (X, pu) véges mértéktér, 1 < p < g < r < 00, és legyen S az Osszes, mérhetd

[0,1] = R fiiggvényekbdl 4116 fiiggvénysorozatok halmaza. Abrézoljuk Venn-diagramon az L;-

ben, L,-ben, L,-ben, L,-ben, L,-ben, és m.m. pontonként konvergens sorozatok halmazait.
(b) Ugyanez, de most legyen p(X) = oo.

3. (a) Legyen a € [0,1], és legyen ¢, : C([0,1]) = R, ¢.(f) = f(a). Korldtos-e ez a linedris
funkcional?
(b) Korldtos-e ez a linearis funkciondl, ha az L; normat hasznaljuk?

(c) Vehetjiik-e C([0,1]) helyett L;([0, 1])-t?

4. (a) Milyen 0 < p < oo esetén igaz, hogy C([0, 1]) stirii altere L,([0, 1])-nek?

(b) Milyen 0 < p < oo esetén igaz, hogy a kompakt tartdju folytonos fiiggvények L, (R™)-nek
strti alterét alkotjak?

(c) Milyen 0 < p < oo esetén igaz, hogy a polinomok L, ([a, b])-nek stirii alterét alkotjak?

5. Tegyiik fel, hogy fi, fo, ... € Ly(R™) paronként ortogonalisak, és > || fx||3 véges.
k=1

(a) Igazoljuk, hogy a > fi fliggvénysor konvergens Lo (R™)-ben.
k=1

(b) Kovetkezik-e a fentiekkél, hogy a > fi fliggvénysor m.m. konvergens?
k=1

Hazi feladatok

6. Igazoljuk, hogy ha M mértéktér és 0 < p < ¢ < r < oo, akkor L,(M) N L,(M) stirdi altere
L,(M)-nak.
7. (a) Igazoljuk, hogy a konstans 1, a sin kz és cos nx fiiggvények (k=1,2,...,n=0,1,2,...)
paronként ortogondlisak Lo ([0, 27])-ben.

(b) Igazoljuk, hogy ha egy f € Ly([0,27]) fiiggvény ortogondlis sinkx és cosnx minde-
gyikére, akkor f = 0.

(c) Igazoljuk, hogy Ls([0, 27]) izomorf ¢5-vel.

Szorgalmi (irdsban beadhatdé, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladat

PM9. Igazoljuk, hogy a Baire-kategératétel minden Banach-térben igaz.
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