
Valós anaĺızis 2 gyakorlat, 2015. február 26. 1415–1545 és március 2. 910–955

Emlékeztető: évfolyamzh: március 17., 12:00-14:00, Északi tömb -1.85 Harmónia terem

1. Határozzuk meg az x3 − 2x2 + x− 2 függvény lokális szélsőértékhelyeit.

2. Legyen 0 < x, y < π. Melyik nagyobb: sin
√
xy, vagy

√
sin x · sin y? (́Irjuk fel a Jense-

egyenlőtlenséget egy alkalmas függvényre.)

3. Igaz-e, hogy ha a < b az f függvény inflexiós pontjai, akkor ∃ξ ∈ (a, b) ahol f -nek lokális
szélsőértéke van?

4. Függvényvizsgáljuk az
ex

1− x2
függvényt.

5. Egy-egy alkalmas függvény differenciálásával számı́tsuk ki a következő határértékeket.

lim
x→0

cos3 x+ ex − 2

x
lim
x→0

sh x

log2(1 + x)

6.
lim
x→0

sin 3x

tg 5x
=? lim

x→1

(

(x− 1) tg
πx

2

)

=? lim
x→1

(2− x)tg
πx

2 =?

7. Gondoljuk meg, hogy a következő határértékek meghatározásában nem alkalmazható közvetlenül
a L’Hospital-szabály. Miért nem? Léteznek-e a megadott határértékek?

lim
x→0

x2 sin 1
x

sin x
lim
x→∞

x− sin x

x+ sin x
lim
x→∞

1 + x+ sin x cosx

(x+ sin x cosx)esinx
lim
x→∞

sh x

ch x

8. Írjuk meg az f(x) = log(1 + x) függvény 0 körüli n-edik Taylor polinomját, és a Lagrange-
maradéktag seǵıtségével adjunk becslést arra, hogy mekkora hibát követünk el akkor, ha a [0, 1]
intervallumon a Taylor polinommal közeĺıtjük f -et.

9. Legyen f egy n-szer differenciálható függvény. Az f osztott differenciáit az x0, x1, . . . , xn alappon-

tokon ı́gy jelöljük és definiáljuk:

f [x0] = f(x0);

f [x0, x1, . . . , xn] =
f [x0, x1, . . . , xn−2, xn]− f [x0, x1, . . . , xn−2, xn−1]

xn − xn−1
ha xn−1 6= xn;

f [x0, x1, . . . , xn] = f [x0, x1, . . . , xn−2, t]
′

∣

∣

∣

t=xn

ha xn−1 = xn.

(a) Legyen f(x) = ax2 + bx+ c. f [x, y, z] =?
(b) Legyen I intervallum és f : I → R. Mutassuk meg, hogy f akkor és csak akkor konvex, ha

bármely a, b, c ∈ I különböző számokra f [a, b, c] ≥ 0.
(c) Igazoljuk, hogy ha f kétszer differenciálható, x ≤ y ≤ z és x 6= z, akkor létezik olyan ξ ∈ (x, z),

amire f ′′(ξ)
2

= f [x, y, z].
(d) Mi f [x0, x1, . . . , xn] értéke, ha f(x) legfeljebb n-edfokú polinom?
(e) Bizonýıtsuk be, hogy az osztott differencia nem függ az x0, . . . , xn számok sorrendjétől.
(f) Igazoljuk, hogy ha f n-szer differenciálható és az x0, x1, x2, . . . , xn valós számok nem mind

egyenlők, akkor

∃ξ ∈
(

min xi,maxxi

) f (n)(ξ)

n!
= f [x0, x1, . . . , xn].

(Az osztott differenciákra vonatkozó középértéktétel.)



Házi feladatok március 2-re

10. Függvényvizsgáljuk az x

√
x függvényt.

11.

lim
x→0

(x+ ex)1/x =? lim
x→0

2ex + e−x − 3

sin 2x+ x2 + sh x
=? lim

x→0

log cos ax

log ch bx
=?

12. Bizonýıtsuk be az előadáson kimondott, de nem bizonýıtott Cauchy-féle maradéktagos Taylor
formulát, azaz mutassuk meg, hogy ha a f függvény (n + 1)-szer differenciálható [a, x]-en, akkor
∃ξ ∈ (a, x), hogy

f(x) =
n

∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− a).

13. Vezessük le a Lagrange-maradéktagos Taylor-formulát az osztott differenciák középértéktételéből.

14. Legyen k pozit́ıv egész. Mik az xk függvény osztott differenciái az a0, a1, . . . , an pontokon?

15. Általánośıtsuk a Cauchy-középértéktételt három (n + 1) alappontra és második (n-edik) de-
riváltra.

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladatok

PM4. Legyenek a1 < a2 < . . . < an és b1 < b2 < . . . < bn valós számok. Mutassuk meg, hogy

det











ea1b1 ea1b2 . . . ea1bn

ea2b1 ea2b2 . . . ea2bn

...
...

. . .
...

eanb1 eanb2 . . . eanbn











> 0.

PM5. (a) Legyen a = cos π
2k

a Tk Csebisev-polinom legnagyobb gyöke, és legyen f(x) =
Tk(x)

x− a
.

Keress használható felső becslést |f(x)|-re a [−1, a] intervallumban.
(b) Igazold, hogy minden pozit́ıv egész n-hez van olyan p(x) polinom, amire |p(0)| > |p(1)| +

|p(2)|+ . . .+ |p(n)|, és deg p < 2
√
n.

PM6. Legyen n,m ∈ N. Konstruálj olyan p(x) polinomot, amire |p(0)| >
n
∑

k=1

|p(k)|+
m
∑

k=1

|p(−m)|,
és deg p < c

√
mn.
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