Valés analizis 2 gyakorlat, 2015. méarcius 12. 1415-15%5 és marcius 16. 919-9%5

Emlékeztetd: évfolyamzh: marcius 17., 12:00-14:00, Eszaki tomb -1.85 Harmonia terem

1. Mely allitdsok igazak tetszéleges f : [a,b] — R fiiggvényre?
a) Ha f korldtos, akkor Riemann-integralhato.
b) Ha f korlatos, akkor van primitiv fliggvénye.
¢) Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor integrélhato.
d) Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor nem integralhato.
e) Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor korlatos.
f) f-nek akkor és csak akkor van primitiv fliggvénye, ha az integralfiiggvénye primitiv fiiggvény.
(g) Ha f integrdlhaté és az integralfiiggvénye differencidlhaté, akkor az integrélfiiggvény derivaltja
azonos f-fel.
(h) Ha f monoton né, akkor az integrélfiiggvénye konvex.
(i) Ha f integrélfiiggvénye konvex, akkor f monoton.
(j) Ha f Darboux-tulajdonségn, akkor van primitiv fliggvénye.

2. Minden & > 0-hoz mutassunk olyan 6-t, hogy ha ® az [0, 7/2] intervallum egy d-nél finomabb fel-

osztasa, és o asin x fiiggvénynek egy ®-hez tartozé integralkozelito osszege, akkor |0 — fow/ sinz dx’ <e.

3. Igazoljuk, hogy ha egy [0,1] — R fiiggvény (a) konvex; (b) Lipschitz, akkor integralhatd.

4. Egyenletesen folytonosak-e a kovetkezo fiiggvények a megadott intervallumokon? Ha igen, mutas-
sunk e-hoz 6-t. Ha nem, mutassunk e-t, amihez nincs 0.
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5. Legyen f(z) = {0 e — O

6. Igazoljuk, hogy ha egy [a,b] — R fliggvény korldtos, és csak véges sok pontban szakad, akkor
Riemann-integralhato.

7. Igazoljuk, hogy
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8. Igazoljuk, hogy ha ¢ > 0, és f : [0,1] — [c, 00) Riemann-integralhatd, akkor
Vf<1/n) : f<2/n) CE f(n/n) N efollogf.

Igaz-e ugyanez [0, 1] — (0, co) fliggvény esetén?

9. Van-e olyan fiiggvény, aminek a /|z| (a) integrélfiggvénye; (b) primitiv fiiggvénye?



Hazi feladatok marcius 16-ra

10. Mely allitdasok igazak tetszbleges f : [a,b] — R fiiggvényre?
a) Ha f integralhat6, akkor van primitiv fiiggvénye.
b) Ha f integralhatd, akkor nincs primitiv fliggvénye.

e)

f) Ha f primitiv fliggvénye konvex, akkor f monoton.

(g) Ha f integrélfiiggvénye konvex, akkor f értékét megszamlalhaté sok pontban megvéltoztathatjuk
ugy, hogy monoton legyen.

(h) Ha f Darboux-tulajdonsagu és integralhaté, akkor van primitiv fliggvénye.

11. Legyen f: (0,1) — R. Melyik allitds kovetkezik a mésikbo6l?
(a) f Lipschitz.  (b) f egyenletesen folytonos. (c) f folytonos. (d) f korldtos.
(e) f-nek van véges féloldali hatarértéke az intervallum végpontjaiban.

12. Tgazoljuk, hogy ha f : [0,1] — R folytonos fiiggvény, akkor
FG) = FG) +FC) =G+ A DG
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13. Adjuk meg a [—2, 3] intervallumon az alabbi fiiggvények Osszes primitiv fliggvényét, integralfiiggvényét,
hatérozatlan integraljat és hatdarozott integraljat!
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14. Mutassunk példat olyan Riemann-integralhat6 [0,1] — [0, 1] fiiggvényekre, amelyeknek a kom-
pozicidja nem Riemann-integralhato.

Szorgalmi (irdasban beadhatd, Peddl Med4al pirospontra bevalthatd) feladatok

PM9. Igazold, hogy ha egy [a,b] — R fiiggvény korlatos, és csak megszamlalhaté sok pontban szakad,
akkor Riemann-integralhaté.

PM10. Igazold, hogy ha f integralhaté [a, b]-ben, akkor kontinuum sok pontban folytonos.

PM11 Konstrudlj olyan integralhaté [0, 1] — R integralhaté fiiggvényt, aminek minden nem elfajuld
intervallumban kontinum sok szakadasi pontja van.

Tovabbi szorgalmi feladatok

15. Adjunk kozvetlen bizonyitast arra, hogy integralhaté fiiggvények szorzata integralhato.

16. Legyen F': [a,b] — R Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvény. Igazoljuk, hogy
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/bﬂs FO-Fo < [P

17. Igazoljuk, hogy ha egy [0, 1] — R fiiggvény korlatos, és minden szakadési helye a Cantor-halmazban
van, akkor Riemann-integralhato.

Korabbi feladatsorok:  http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2015tav-an2/
Gyakorlé feladatok: Fehér-Kés-T6th: Analizis feladatgytijtemény 11 (http://etananyag.ttk.elte.hu/request.php?101)

Gémes-Szentmikldssy: Analizis feladatgy(ijtemény I  (http://etananyag.ttk.elte.hu/request.php?100)
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