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1.
∫ ∞

1

log x

x
dx =?

∫ 1

0

log x

x
dx =?

∫ ∞

−∞

dx

1 + x4
=?

∫ ∞

1

x log x

(1 + x2)2
dx =?

2. Konvergens? Divergens?
∫ 1

0

dx

sin sin sin x

∫ 1

0

ex
2

√
x
dx

∫ ∞

0

[x]!

2x + 3x
dx

∫ 1

−1

dx

arc cosx

3. Milyen a, b, c valós számokra konvergens?
∫ 1

0

(tg x)c dx

∫ 1

0

| log x|| log x|c dx
∫ 1

0

dx

(arc cos x)c

∫ π/2

0

(sin x)a(cosx)b dx

∫ ∞

1

sin x

xc
dx

4. Igaz vagy hamis?
(a) Ha f : [0,∞) → R folytonos, és

∫∞

0
f konvergens, akkor f korlátos.

(b) Ha f : [0,∞) → R folytonos, és lim
∞
f = 0, akkor

∫∞

0
f konvergens.

(c) Ha f : [0,∞) → R folytonos, lim
∞
f = 0, és f integrálfüggvénye korlátos, akkor

∫∞

0
f konvergens.

5. Igazoljuk, hogy a > 0 esetén
e−a

a+ 1
<

∫ ∞

a

e−x

x
dx <

e−a

a
.

6. Számı́tsuk ki a következő Riemann-Stieltjes-integrálokat.
∫ 3

0

x2d[ex];

∫ 1

0

{x}d(sin πx)

7. Legyen π(x) =
∑

p≤x

1 a pŕımek száma x-ig, és ϑ(x) =
∑

p≤p

log p a pŕımek logaritmusösszege. Írjuk át

ezeket az összegeket Riemann-Stieltjes integrállá, integráljunk parciálisan, és igazoljuk, hogy a következő
álĺıtások ekvivalensek:

(a) π(x) ∼ x
log x

, ha x → ∞; (b) ϑ(x) ∼ x, ha x→ ∞.
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8.
∫ −2

−∞

1

x2 + x
dx =?

∫ −1

−2

1

x2 + x
dx =?

∫ 0

−1

1

x2 + x
dx =?

∫ ∞

1

1

x2 + x
dx =?

9. Igaz vagy hamis?
(a) Ha f : [0,∞) → R folytonos, és

∫∞

0
f konvergens, akkor lim

∞
f = 0.

(b) Ha f : [0,∞) → R folytonos, és
∫∞

0
f konvergens, akkor lim inf

∞
f = 0.

(c) Ha f : [0,∞) → [0,∞) folytonos, és
∫∞

0
f konvergens, akkor lim sup

∞
f = 0.

(d) Ha f : [0,∞) → [0,∞) folytonos, és
∫∞

0
f konvergens, akkor lim inf

∞
f = 0.

(e) Ha f ≥ 0, akkor az
∫ β

α
f improprius integrál biztosan létezik.

10. (a) Bizonýıtsuk be, hogy ha 0 < a < b, akkor

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

sin(x2) dx

∣

∣

∣

∣

<
1

a
. (Integráljuk parciálisan.)

(b) Bizonýıtsuk be, hogy az

∫ ∞

0

sin(x2) dx improprius integrál konvergens.

(c) Abszolút konvergens-e az

∫ ∞

0

sin(x2) dx integrál?

11. Legyen a1, a2, . . . pozit́ıv valós számok egy olyan sorozata, amire

∃c > 0 ∀x > 2
∣

∣{k : ak < x}
∣

∣ < c
x

log2 x
.

(Ilyenek például az ikerpŕımek.) Bizonýıtsd be, hogy
∑

1
ak

konvergens.



12. Legyen α > 0. Mi az a Γ(α) szám, amire igaz, hogy x→ ∞ esetén

∫ x

0

ex
(x− t)α−1

Γ(α)
dx ∼ ex?
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13.
∫ ∞

−∞

dx

1 + x+ x2
=?

∫ b

a

dx
√

(x− a)(b− x)
=?

∫ ∞

−∞

dx

ch x
=?

14. Mik azok a c valós számok, amikre az

∫ 1

0

(

ar thx

x2

)c

dx

integrál konvergens?

15. (a) Bizonýıtsd be, hogy az

∫ ∞

−∞

sin ex dx integrál konvergens.

(b) Bizonýıtsd be, hogy 0 < a esetén

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

a

sin ex dx

∣

∣

∣

∣

< 2e−a.

16. Legyen a > 0. Keressünk alsó és felső becsléseket
∫∞

a
e−x2

dx-re.

17. Igazoljuk, hogy ha f > 0, és az
∫∞

3
f improprius integrál konvergens, akkor az

∫ ∞

3

(

f(x)
)1− 1

log x dx

integrál is konvergens.

18. (a) Fejezd ki az
∫∞

0
e−x2

dx integrált a Γ-függvénnyel.
(b) Γ(1

2
) =?

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladatok

PM14. (a) Legyen

ψ(X) = log lkkt
(

1, 2, . . . , [X ]
)

=
∑

pα≤X

log p.

Keressünk alsó becslést ψ(X)-re abból, hogy

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

1

k + 1
=

∫ 1

0

(1− t)n dt

kicsi.
(b) Keressünk jobb alsó becslést (egy jobb integrállal).
(c) Hogyan lehetne ezzel a módszerrel a 4k + 1 alakú pŕımek eloszlásáról mondani valamit?

PM15. A śıkon az origó közepű, R ≥ 1 sugarú körbe eső rácspontok száma R2π + O(Rϑ), ahol ϑ ≤ 1.
(ϑ = 1 triviális; ϑ = 2/3 elemi; ϑ = 131/208 ≈ 0.63 ismert; ϑ = 1/2-re nem igaz.) Ennek felhasználásával
becsüljük meg a körbe eső, origótól különböző rácspontok origótól mért távolságainak szorzatát.

PM16 (a) Bizonýıtsuk be, hogy s > 0 esetén

Γ(s) =
(s− 1)s

es−1

∫ ∞

0

(

ye1−y
)s−1

dy.

(b) Vezessük le a Gamma-függvényre vonatkozó Stirling-formulát ebből a képletből.
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