Valés analizis 4 gyakorlat, 2015. februar 13.

A gyakorlatokon valo részvétel kotelez6. Ha valaki a gyakorlatok negyedénél tobbrol hidnyzik, akkor csak
rendkiviili, igazolt esetben, tobbletfeladatok teljesitése utdn kaphat gyakorlati jegyet. Ha valaki a gyakorlatok-
nak tobb mint a harmadéanal tobbrol hidanyzik, akkor nem kaphat gyakorlati jegyet.

W+ Z
Osztalyozas: gyakorlati jegy ~ % + P-0,24+ M, ahol Z; és Z5 a két ZH pontszdm, P a megszerzett

Pedal Med4l pontok (megoldott szorgalmi feladatok) szdma, M az dérai munka (a.k.a. pofafaktor). Javitdsi
lehetOség: a pét ZH-n.

1. Mi a {x} fiiggvény totdlis varidcidja a [0, 3] intervallumban?
2. Legyen [ : [a,b] — R. Melyik allitasbdél melyik kovetkezik?

(a) f grafikonja rektifikdlhaté.  (b) f korldtos véaltozasi.  (c) f folytonos.  (d) f korldtos.
(e) f monoton.  (f) f Lipschitz. (g) f két monoton fiiggvény Osszege.

3. Szamitsuk ki a kovetkez6 Riemann-Stieltjes-integralokat.
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4. Legyen 7(x) = > 1 a primek szdma x-ig, és ¥(x) = > logp a primek logaritmusosszege. Irjuk 4t

psz p<p
ezeket az Osszegeket Riemann-Stieltjes integralla, és igazoljuk, hogy a kovetkezd allitasok ekvivalensek:
(a) m(x) ~ gr7, ha & — oo; (b) ¥(x) ~ z, ha x — oo.

5. Hogyan definidlhatnank az ff f -] dg| integralt? Mondjunk elégséges feltételeket a létezésére!

6. Legyen f, g : [a,b] — R és tegyiik fel, hogy az fabf dg Stieltjes-integral 1étezik. Igazoljuk, hogy ha g
folytonos a ¢ € (a,b) pontban, akkor a h(u) = [ f dg fiiggvény is folytonos c-ben.

7. Legyen ay, as, ... pozitiv valds szamok egy olyan sorozata, amire

X

Jde>0 Vo >2 ’{k: ak<x}’ < c—s—.
log” x
(Ilyenek példéul az ikerprimek.) Bizonyitsd be, hogy > i konvergens.
Hazi feladatok

8. Szamitsuk ki a kovetkez6 Riemann-Stieltjes-integralokat.

/0 " 2die) /0 (whd(sin mo)

9. Igaz-e, hogy ha f integralhaté, g pedig korlatos valtozast, és nincs kozos szakadési helyiik, akkor az
b S 1 s
fa f dg Stieltjes-integral létezik?
10. Terjessziik ki a Stieltjes-integralt improprius értelemben. Legyen —oo < a < < o0, f,9: (o, ) = R
és tegyiik fel, hogy az f; f dg Stieltjes integral 1étezik tetszéleges [a,b] C («, 3) intervallumban. Legyen
ff = limg o limy_ 5 fabf dg. Igazoljuk, hogy ha ff |f] - | dg| véges, akkor ff f dg konvergens.
11. Legyen T nemiires halmaz, f,g: T x [0,00) — R, amikre a kévetkezok teljesiilnek:
(1) f korlatos, és minden rogzitett t € T-re az x — f(t, x) fiiggvény monoton;
(2) minden régzitett ¢ € T-re az x — g(t, ) fiiggvény integralhaté [0,00)-n, és a [~ g(t, ) dz pa-
raméteres integral egyenletesen konvergens.
Igazoljuk, hogy az fooo f(t,x)g(t, z) dr paraméteres integral egyenletesen konvergens.
Szorgalmi (irdasban beadhatd, Pedial Medal pirospontra bevalthatd) feladat
PM1. A sikon az origd kozepii, R > 1 sugart korbe esé racspontok szdma R?m + O(R”), ahol ¥ < 1.
(¥ =1 trivialis; ¥ = 2/3 elemi; ¥ = 131/208 ~ 0.63 ismert; ¥ = 1/2-re nem igaz.) Ennek felhasznaldsaval
becsiiljiik meg a korbe eso, origotol kiilonbozo racspontok origétél mért tavolsagainak szorzatét.
Korabbi feladatsorok itt: http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2015tav-an4/
Tovabbi gyakorld feladatok: Fehér-Koés-Téth: Analizis feladatgytijtemény 11
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