
Valós anaĺızis 4 gyakorlat, 2015. február 20.

1. Legyen g(t) = (1, t, t2) (t ∈ [0, 1]) és f(x, y, z) = (yz, xz, xy). Számı́tsuk ki a következő vonalintegrálokat:
∫

g

f1 dx2

∫

g

< f, dx >

∫

g

f × dx

Melyik integrált számı́thatjuk ki közvetlenül a valós vonalintegrálokra vonatkozó Newton-Leibniz formulából?

2. Legyen g : [0, 1] → R
2 egyszerű, zárt, rektifikálható görbe. Bizonýıtsuk be, hogy

∫

g

x2 dx =

∫

g

e− cos y2 dy = 0.

3. Egy ρ homogén töltéssűrűségű egyenes által létrehozott elektromos térerősség iránya merőleges az egye-
nesre, nagysága az egyenestől d távolságban 2kρ/d. Mekkora a feszültség két pont között?

4. Legyen G összefüggő nýılt halmaz R
p-ben. Igazoljuk, hogy egy G → R

p függvény primit́ıv függvényei
csak konstanssal térhetnek el egymástól.

5. Melyik függvénynek van primit́ıv függvénye? Ha van, ı́rjuk is fel! Ha nincs, mutassunk példát olyan zárt
görbére, amelyen a vonalintegrál nem tűnik el!

(x, y) (y, x)

(

−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)

(

x
√

x2 + y2
,

y
√

x2 + y2

)

(ch y; x sh y) (ch x; y sh x)

6. Melyik halmaz egyszeresen összefüggő?

R
2 \ {(0, 0)} R

3 \ {(0, 0, 0)} R
3 \ {t, 0, 0) : t ∈ R} R

4 \ {t, 0, 0, 0) : t ∈ R}

R
2 \ (Z× Z) R

3 \ (Z× Z× Z) R
3 \ {(cos t, sin t, 0) : t ∈ R} R

4 \ {(cos t, sin t, 0, 0) : t ∈ R}

7. Legyen G = R
3 \ {(x, x, x) : x ∈ R}. Keressünk olyan differenciálható G → R

3 vektormezőt, ami
rotációmentes (azaz a ,,keresztbe vett” parciális deriváltjai megegyeznek), de nincs primit́ıv függvénye.

Házi feladatok

8. Legyen g(t) = (t, t2) (t ∈ [0, 1]). Számı́tsd ki a következő vonalintegrálokat:
∫

g

cos x dy

∫

g

< (ex cosx, ex sin y), dx >

Melyik integrált számı́thatjuk ki közvetlenül a valós vonalintegrálokra vonatkozó Newton-Leibniz formulából?

9. Számı́tsd ki az

(

x

1 + y
,

y

2 + x

)

függvény vonalintegrálját az y = x2 parabola (−1, 1) és (1, 1) közötti

ı́vén.

10. Legyen H = R
3 \{(x, y, 0) : x2+y2 = 1}. Mutass példát olyan differenciálható, rotációmentes H → R

3

függvényre, aminek nincs primit́ıv függvénye.

11. Egyszeresen összefüggő-e a H = R
3 \ {(cos t, sin t, et) : t ∈ R} halmaz?

12. A Biot-Savart törvény szerint, ha egy kicsi dℓ vezetékdaraban I áram folyik, akkor a p pontban, ahonnan

a vezetékdarabba az r vektor mutat, ez az áramdarab dB =
µ0

4π
·
I dℓ× r

|r|3
nagyságú mágneses indukciót hoz

létre. Tekintsük egy R sugarú körvezetőt, amiben I áram folyik. Számı́tsd ki a mágneses indukciót a kör
śıkjában, a kör belsejében és külsejében.

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladat

PM2. Legyen g és h két zárt, folytonos, rektifikálható görbe R
3-ban, amiknek nincs közös pontja. A

két görbe Gauss-féle összekapcsolódási(?) számát (linking number) a
1

4π

∫

g

∫

h

〈

x− y; dx× dy
〉

|x− y|3
kétszeres

vonalintegrál adja meg, ahol az x pont a g görbén, az y pont pedig a h görbén fut végig.

(a) Mi az

〈

x− y; dx× dy
〉

|x− y|3
kifejezés geometriai jelentése?

(b) Számı́tsd ki az összekapcsolódási számot, ha g az origó középpontú egységkör az x − z koor-
dinátaśıkban, h pedig az (1, 0, 0) középpontú egységkör az x− y koordinátaśıkban.

Korábbi feladatsorok itt: http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2015tav-an4/
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