
Valós anaĺızis 4 gyakorlat, 2015. február 27.

1. Mik azok a differenciálható f : R2 → R függvények, amire a következő álĺıtás teljesül? Ha g egyszerű,
zárt, rektifikálható görbe R

2-ben, akkor

(a)

∫

g

x2y3 dy =

∫

g

f(x, y) dx; (b)

∫

g

ex cos y dx =

∫

g

f(x, y) dy.

2. Ellenőrizzük a Green-tételt a [0, 1]× [0, 1] négyzetre és az f(x, y) = xy függvényre.

3. Legyen P = {(u, v) ∈ [0, 1]2 : u2 + v2 ≤ 1}, g(u, v) = (u, v, u2 + v2), F = g(P ) és f(x, y, z) = (x, y, z).
Írjuk át (esetleg többszörös) Riemann-integrállá a következő felsźıni/felületi integrálokat.

∫

F

−→
dS;

∫

F

∣

∣ dS
∣

∣;

∫

F

〈

f,
−→
dS

〉

;

∫

F

f ×
−→
dS.

4. Rögźıtett a ∈ R
3 mellett legyen f(x) = a× x (x ∈ R

3).

div f =? rot f =?

5. Milyen tételt kapunk, ha feĺırjuk a 3-dimenziós Newton-Leibniz formulát egy darabonként sima határú
krumplira és a konstans 1 függvényre?

6. Számı́tsuk ki az r sugarú gömb felsźınét a divergenciatételből, az f(x, y, z) = (x, y, z) vektormező felületi
integráljából.

7. Legyen B =
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

és f(x, y, z) = (yz, x− z, z − y).
∫

∂B

f ×
−→
dS =?

8. Gondoljuk meg, hogy a Maxwell-egyenletek differenciális és integrális alakjai ekvivalensek egymással.

Házi feladatok

9. Állaṕıtsuk meg, hogy a div, rot, grad operátorok lehetséges 9 párośıtásából (div div, div rot, . . . ) melyek
alkalmazhatóak kétszer folytonosan differenciálható R

3 → R függvényre, illetve R
3 → R

3 leképezésre, és
közülük melyek adnak mindig nullát!

10. Legyen B =
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

és f(x, y, z) = (yz, x− z, z − y).
∫

∂B

〈

f,
−→
dS

〉

=?

11. Legyen f1(x, y, z) = xyz és f2(x, y, z) = x2 + y2 + z2. Konstruálj olyan f3 : R
3 → R függvényt, amire

az (f1, f2, f3) vektormező felületi integrálja tetszőleges zárt gömbfelületen megegyezik a gömb térfogatával.

12. Legyen G ⊂ R
2 egyszeresen összefüggő, nýılt, g : [0, 1] → G egyszerű, zárt, rektifikálható, pozit́ıv

iránýıtású görbe, A ⊂ G a g belseje és f : G → R
3 folytonosan differenciálható. Bizonýıtsd be, hogy

∫

A

(Dxf ×Dyf) dx dy =
1

2

∫

f◦g

x× dx.

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladat

PM3. (a) Legyen G ⊂ R
3 és φt(u, v) egy [0, 1]3 → G folytonosan differenciálható paraméteres felület-

sereg, ami az egységnégyzet minden rögźıtett (u, v) határpontjára független a t paramétertől. Legyen
F : G → R

3 folytonosan differenciálható, divergenciamentes vektormező. Mutasd meg, hogy az I(t) =
∫

1

0

∫

1

0
〈Dxφt(x, y)×Dyφt(x, y), F (φt(x, y)〉 dx dy paraméteres felületi integrál nem függ t-től.

(b) Legyen G = R
3 \ {(0, 0, 0)}. Konstruálj olyan G → R

3 divergenciamentes vektormezőt, aminek az
egységgömbön vett felületi integrálja nem 0.

(c) Igazold, hogy R
3 \ {(0, 0, 0)} halmazban az egységgömbfelület nem nullhomotóp.

Korábbi feladatsorok itt: http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2015tav-an4/

További gyakorló feladatok: (http://etananyag.ttk.elte.hu/request.php?101)
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