Valés analizis 4 gyakorlat, 2015. marcius 13.
1. (a) Milyen gyfir(it generalnak az [a, c0) alaki félegyenesek?
(b) Milyen o-gyfiriit generédlnak az [a, c0) alaku félegyenesek?
(c) Hany elem (mekkora szamossagi halmaz) generalja a Borel-halmazok o-gytiriijét?

2. Igazoljuk, hogy minden nyilt halmaz F,, és minden zart halmaz Gj.

3. Bizonyitsuk be, hogy barmely f : R — R fiiggvény folytonossagi pontjainak halmaza Borel,
és adjunk meg minél szlikebb Borel-osztalyt (pl. Gspsrsoss ), aminek biztosan eleme.

4. Hany Borel-halmaz van R"-ben?
5. (a) Igazoljuk, hogy ha egy R-beli nyilt halmaz nullmértékii, akkor iires.

(b) Mutassunk példat olyan R-beli zart halmazra, ami nullmértéki, de nem {ires.

(¢) Mutassunk példdt olyan R-beli halmazra, ami nullmértékii, de sem nem iires, se nem
zart.
6. Tetsz6leges € > O-ra adjunk meg olyan sfirfi nyilt G C R halmazt, amire \(G) < e.
7 (Borel-Cantelli lemma). Legyen i kiils6 mérték az X halmazon, és A, C X (n=1,2,...)
olyan halmazok, amikre >~ Ti(A,) véges. Bizonyitsuk be, hogy az olyan X-beli pontok
halmaza, amelyek végtelen sok A,-nek elemei, p-nullmértéki.

Hazi feladatok

8. Legyen A és B o-gyuri. Milyen halmazokbdl all az AU B altal generalt o-gytri?

9. Bizonyitsuk be, hogy az F, illetve a Gy, tulajdonsdgi halmazok rendszerei zartak a véges
metszetre és a véges uniora.

10. Legyen f, : [a,b] — R folytonos minden n-re. Bizonyitsd be, hogy az {x : f,(x) konvergens}
halmaz Borel, és adj meg minél szlikebb Borel-osztalyt, aminek biztosan eleme.

11. (a) Igazoljuk, hogy ha egy R-beli zart halmaz nullmértékii, akkor sehol sem stirti.
(b) Igaz-e, hogy ha egy halmaz sehol sem stirii, akkor nullmértékii?

12. Lehet-e egy végtelen o-gytirli szamossaga kontinuumnal kisebb?
Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladat

PM5. Megadhat6-e megszamlalhatonal tobb 1/2 Lebesgue-mértékii mérhet6 halmaz [0, 1]-ben
ugy, hogy koziiliik barmely ketté metszetének mértéke 1/4 legyen?
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