
Valós anaĺızis 4 gyakorlat, 2015. március 13.

1. (a) Milyen gyűrűt generálnak az [a,∞) alakú félegyenesek?
(b) Milyen σ-gyűrűt generálnak az [a,∞) alakú félegyenesek?
(c) Hány elem (mekkora számosságú halmaz) generálja a Borel-halmazok σ-gyűrűjét?

2. Igazoljuk, hogy minden nýılt halmaz Fσ, és minden zárt halmaz Gδ.

3. Bizonýıtsuk be, hogy bármely f : R → R függvény folytonossági pontjainak halmaza Borel,
és adjunk meg minél szűkebb Borel-osztályt (pl. Gδσδσδσδσ ), aminek biztosan eleme.

4. Hány Borel-halmaz van R
n-ben?

5. (a) Igazoljuk, hogy ha egy R-beli nýılt halmaz nullmértékű, akkor üres.
(b) Mutassunk példát olyan R-beli zárt halmazra, ami nullmértékű, de nem üres.
(c) Mutassunk példát olyan R-beli halmazra, ami nullmértékű, de sem nem üres, se nem

zárt.

6. Tetszőleges ε > 0-ra adjunk meg olyan sűrű nýılt G ⊂ R halmazt, amire λ(G) < ε.

7 (Borel-Cantelli lemma). Legyen µ külső mérték az X halmazon, és An ⊂ X (n = 1, 2, . . .)
olyan halmazok, amikre

∑
∞

n=1
µ(An) véges. Bizonýıtsuk be, hogy az olyan X-beli pontok

halmaza, amelyek végtelen sok An-nek elemei, µ-nullmértékű.

Házi feladatok

8. Legyen A és B σ-gyűrű. Milyen halmazokból áll az A ∪ B által generált σ-gyűrű?

9. Bizonýıtsuk be, hogy az Fσ, illetve a Gδ, tulajdonságú halmazok rendszerei zártak a véges
metszetre és a véges unióra.

10. Legyen fn : [a, b] → R folytonos minden n-re. Bizonýıtsd be, hogy az {x : fn(x) konvergens}
halmaz Borel, és adj meg minél szűkebb Borel-osztályt, aminek biztosan eleme.

11. (a) Igazoljuk, hogy ha egy R-beli zárt halmaz nullmértékű, akkor sehol sem sűrű.
(b) Igaz-e, hogy ha egy halmaz sehol sem sűrű, akkor nullmértékű?

12. Lehet-e egy végtelen σ-gyűrű számossága kontinuumnál kisebb?

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladat

PM5. Megadható-e megszámlálhatónál több 1/2 Lebesgue-mértékű mérhető halmaz [0, 1]-ben
úgy, hogy közülük bármely kettő metszetének mértéke 1/4 legyen?

Korábbi feladatsorok itt: http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2015tav-an4/

További gyakorló feladatok: (http://etananyag.ttk.elte.hu/request.php?101)
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