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1. Igazoljuk, hogy ha H C R olyan halmaz, amelyre barmely a < b esetén A((a,b) N H) < m(b —a),
akkor H nullmértékii.

2. Legyen X nem megszamlalhaté halmaz, M pedig az X egyelemii részhalmazai éltal generdlt o-
algebra.
a) Jellemezziik M elemeit!
b) Konstrualjunk olyan « valésziniiségi mértéket M-en, mely szerint az egyelemii halmazok nullmértékiiek!
c¢) Hatarozzuk meg az « éltal generalt ¢, kiilsé mértéket!
d) Mi a ¢, altal meghatérozott mérték és mely halmazok mérhet6éek?

3. Igaz-e, hogy ha egy R-beli halmaz (a) minden Borel-halmazt; (b) minden Gs halmazt; (¢) minden
F, halmazt; (d) minden nyilt halmazt; (e) minden zart halmazt; (f) minden intervallumot; (g) minden
egységnyi hosszisagu intervallumot jél vag ketté a kiils6 Lebesgue-mérték szerint, akkor Lebesgue-
mérhet6?

4. (a) Barmely két A, B C [0,1] halmaz tévolsiga legyen d(A, B) = M(AAB). Mutassuk meg, hogy d
metrika P([0, 1])-en.

(b) Legyen £ C P([0,1]) a Lebesgue-mérheté halmazok o-gytirtije, és legyen Z C P([0,1]) az olyan
halmazok gytirtije, amik eléallnak véges sok korlatos, racionalis végpontu, balrdl zart, jobbrdl nyilt
intervallum uniéjaként. Mutassuk meg, hogy Z stirli részhalmaza L-nek, azaz VA € L Ve > 0 dB €
Z MAAB) < e.

(c) Strt részhalmaza-e Z L-nek?

<
5. Legyen f(z) = ? EZ i > 8 és g(v) = [x]. Hatdrozzuk meg a Ji; és 7i, Lebesgue-Stieltjes kiilsé

mértékeket és a mérhetd halmazok rendszereit.

6. Legyen f : R — R monoton névd, balrdl folytonos fliggvény, és py az f altal generalt Lebesgue-
Stieltjes mérték. Igazold, hogy tetszéleges Borel-mérheté6 H halmazhoz léteznek olyan F, B C H és
Gs K D H halmazok, amikre pr(B) = ps(K) = pp(H).

7. (a) Igazoljuk, hogy ha p mérték egy o-gytriin, akkor a o-véges halmazok o-gytiriit alkotnak.
(b) Milyen o-algebrét generalnak a o-véges halmazok?

Hazi feladatok

8. Mérték-e a kiils6é Jordan-mérték a korlatos halmazok gytirtijén?

9. Konstrudlj olyan H C R Borel-halmazt, amelyre tetszoleges a < b esetén A((a,b) N H) >0 és
A(a,b)\ H) > 0.

10. Bizonyitsd be, hogy ha A C R? Lebesgue-mérhetd és pozitiv mértékii, akkor tartalmaz szabdlyos
2014-szoget.

11. (a) Igazoljuk, hogy ha A C R? mérhets, A\(A) > 0, akkor A — A tartalmaz 0 koriili gdmbot.
(Steinhaus tétele)
(b) Igazoljuk, hogy ha A, B C RP mérhetd pozitiv mértékii halmazok, akkor A+ B belseje nemiires.
(c) Igazoljuk, hogy ha A C RP pozitiv mértékii mérheté és B C RP pozitiv kiilsé mértékii halmaz,
akkor A + B belseje nemiires.

Szorgalmi (irdasban beadhatd, Pedial Medal pirospontra bevalthatd) feladat

PM6. Igazoljuk, hogy ha egy R"-beli halmaz el6all nem iires belsejii konvex halmazok unidjaként,
akkor Lebesgue-mérheto.
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