
Valós anaĺızis 4 ZH, 2015. március 27.

Mindegyik lapra ı́rd rá a nevedet.

Törekedj a világos, jól olvasható léırásra. (Csak arra adok pontot, amit nagýıtó nélkül is el tudok

olvasni.)

A feladatok nem feltétlenül nehézségi sorrendben következnek. A feladatok tetszőleges
sorrendben kidolgozhatóak.

Minden feladat legfeljebb 1 pontot ér. Részpontszám is kapható. A dolgozatra kapott
osztályzat körülbelül az összpontszámmal egyezik meg.

Végeredmény közlése önmagában nem elegendő, megfelelő indoklás szükséges.

Semmilyen segédeszköz sem használható, számológép sem.

1. Számı́tsd ki az
∫

xy2 dy vonalintegrált az ábrán látható zárt görbén, ami egy félkörvonalból
és az átmérőjéből áll.
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2. Mik azok a differenciálható f : R2 → R függvények, amire a következő álĺıtás teljesül? Ha g

egyszerű, zárt, rektifikálható görbe R
2-ben, akkor

∫

g

ex sin y dx =

∫

g

f(x, y) dy.

3. Legyen B =
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

az egységgömb, és legyen f(x, y, z) = (yz, x +
z, y + z).

(a)

∫

∂B

〈

f,
−→
dS

〉

=? (b)

∫

∂B

f × −→
dS =?

4. Jelöljük An(x)-szel az x = 0, a1a2 . . . tizedestörtben az első n jegy közötti 7-esek számát, és

legyen H = {x ∈ (0, 1) : lim
n→∞

An(x)√
n

= 0}.
(a) Bizonýıtsd be, hogy H Borel-mérhető.
(b) Bizonýıtsd be, hogy λ(H) = 0.

5. Például a Legendre-formulából (az n! pŕımtényezős felbontásából) tudjuk, hogy x ≥ 2 esetén

∑

p≤x, p pŕım

log p

p
= log x+O(1).

A tanult technikák alkalmazásával vezesd le ebből, hogy π(x) < c
x

log x
valamilyen pozit́ıv c

konstanssal.

6. Az f : R2 \ {(0, 0)} → R
2 vektormező akárhányszor differenciálható, rotációmentes, és az

origó egy pontozott könyezetében korlátos. Bizonýıtsd be, hogy van primit́ıv függvénye.


