Valés analizis 4 gyakorlat, 2015. aprilis 10.

1. Legyen ) a, abszolit konvergens sor, (g,) a raciondlis szamok egy felsoroldsa, és tetszéleges X €
PR)-re u(X) = > a,. Mi a p figgvény Jordan-felbontasa? Mi a totdlis varidciéja? Mi a Hahn-
felbontasa? e

2. Bizonyitsd be, hogy minden monoton R — R fiiggvény Borel-mérheto.

3. Bizonyitsd be, hogy Borel-mérheto fiiggvények kompozicidja Borel-mérheto.

4. Tgazoljuk, hogy ha f > 0 a p-mérhetd, pozitiv mértékii A-n, akkor fA fdu>0.

5. Atirhatjuk—e az integral definiciéjat felso osszegekre?

6. Hogyan alkalmazhatjuk a monoton konvergencia tételt a

n
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hatarérték meghatarozasara?
7. Fogalmazzuk 4t a monoton konvergencia tételt és a Beppo Levi tételt szamsorokra.

8. Egy ¢ valoszintiségi véltozé ,,eloszlésa” a pue(H) = P(§ € H) valésziinégi Borel-mérték. Milyen integél
irja le a varhato értéket és a szorasnégyzetet?

9. Igazold a Borel-Cantelli lemma segitségével, hogy ha f,, nemnegativ és py-mérheté a p-mérheté A-n
és [, fudp < 1/n?, akkor f, — 0 p-m.m.

10. Igaz-e, hogy ha f; > fo > ... nemnegativ, Lebesgue-mérhetd fliggvények, akkor
1im/fn d\ = /(lim fn) dA?

Hazi feladatok

11. Legyen p = X\ — pp). Mik a mérhetd halmazok? Mik a mérték variacioi? Mi a mérték Jordan-
felbontédsa, és mi a Hahn-felbontdsa?

12. Bizonyitsd be, hogy minden folytonos R — R fiiggvény Lebesgue-mérheto.

13. Legyen f : R — R Borel-mérhet6, és g : M — R mérhet6 valamely (M, p) mértéktéren. Bizonyitsd
be, hogy az f o g fiiggvény p-mérheto.
14. Legyen (A, M, u) valészinliségi mértéktér, és nevezziik valészintliségi véltozénak a p-mérhetd ¢ :
A — R fliggvényeket.

(a) E(§) =?  (b) D*(&) =7

(c) Legyen F a £ valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye, és legyen g : R — R Borel-mérhetd. Milyen
integral adja meg F(g())-et?
15. Igazold a Beppo Levi tétel segitségével, hogy ha f, nemnegativ és py-mérheté a pu-mérheté A-n és
[ fadp < 1/n?, akkor f, — 0 p-m.m.
16. Mutass példat olyan korldtos, Lebesgue-integralhaté [a,b] — R fliggvényre, ami nem Riemann-
integralhato.

Szorgalmi (irdsban beadhatd, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladat

PM7. TIgaz-e, hogy barmely korlatos, Lebesgue-integralhat6 [a,b] — R fiiggvényhez létezik olyan
g : [a,b] — R Riemann-integralhaté fliggvény, amire f = g m.m.?

Korabbi feladatsorok itt: http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2015tav-an4/
Tovabbi gyakorlé feladatok: http://etananyag.ttk.elte.hu/request.php?101
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