Valés analizis 4 gyakorlat, 2015. aprilis 17.

—

. Bizonyitsd be, hogy minden Riemann-integralhat6 [a,b] — R fliggvény Lebesgue-mérhetd.

N

. Adott mérheto f: X — R fiiggvényre melyikbdl kovetkezik a masik?
(i) f integralhaté X-en,
(ii) |f] integralhaté X-en.

. Kicserélhetjiik-e a Fatou-lemmaban a liminf-et limsup-ra?

3
4. Vezessiik le be a Fatou-lemmabdl a monoton konvergencia tételt.
5. Fogalmazzuk at a kis Lebesgue-tételt véges Osszegekre.

6

. Mutassunk példét olyan, pontonként konvergens f,, : [0, 1] — R fiiggvénysorozatra, amire lim fol I
1étezik, de lim [ f, # [ lim f,.
7. Legyen A C R (a) korldtos intervallum; (b) véges sok korlatos intervallum uniéja; (c) véges

mértéki Lebesgue-mérheté halmaz. Igazoljuk, hogy

lim [ sin(nz)d\ = 0.

n—oo A

8. Igazoljuk a Fatou-Lebesgue tételt: ha az (X, pu) mértéktéren fi, fo,... és g mérhetd, |f.| < g
minden n-re, és g integralhato, akkor

/(lim inf f,,)dp < lim inf/ fudp < lim sup/ fudp < / (lim sup f,)dp.
X X X X

Hazi feladatok

9. (a) Igazold, hogy ha az (X, u) mértéktéren fi, fa,... és g1, go, . . . nemnegativ mérheto fiiggvények,
akkor

lim inf/ (fn + gn)dp < lim inf/ frndp + lim sup/ gndp < lim SUP/ (fn + gn)dp.
X X X X

10. Konstrudlj olyan mérhet6 [0,1] — R fiiggvényt, ami semmilyen teljes mérték{i halmazra meg-
szoritva sem folytonos.

11. Igaz-e, hogy ha f, nemnegativ és g-mérheté a p-mérhetd A-n és [, fodp < 1/n, akkor f, — 0
p-m.m.?

12. Fogalmazd 4t a nagy Lebesgue-tételt szamsorok sorozataira.
13. Vezesd le a nagy Lebesgue-tételb6l a korabbi, az integral és a pontonkénti hatarérték fel-
cserélhet&ségérél szol6 tételeket (monoton konvergencia, Beppo Levi, Fatou-lemma, Fatou-Lebesgue
tétel, kis Lebesgue-tétel).
14. Igaz-e, hogy minden Riemann-integrélhaté [a,b] — R fiiggvény Borel-mérhet&?
15. Legyen p olyan Borel-mérték a (0, 00) félegyenesen, amire ,u(((), oo)) = 1. Igazold, hogy

lim cos — du(x) = 1.

Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladatok

PMS8. Igaz-e, hogy Lebesgue-mérhet6 R — R fliggvények tetszdleges sorozatabdl kivalaszthatd
olyan részsorozat, aminek m.m. pontban van hatarértéke?

PMS9. Bizonyitsuk be Luzin tételét: Ha f : [a,b] — R mérhetd, akkor minden ¢ > 0-hoz létezik
olyan e-ndl kisebb mértékii D halmaz, hogy f folytonos [a,b] \ D-n.

Korabbi feladatsorok itt: http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2015tav-an4/
Tovabbi gyakorl6 feladatok: http://etananyag.ttk.elte.hu/request.php?101
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