Valés analizis 4 gyakorlat, 2015. aprilis 27.

1. Igaz-e, hogy ha f: R — [0, 1] Lebesgue-integralhatd, akkor a

[e.e]

lim min (f(z), f(z + 1/n)) dA(z)

n—oo J_ o
hatarérték létezik, és egyenlo f integraljaval?
2. Mi a Lebesgue-mérték Radon-Nikodym derivaltja?

3. Tegyiik fel, hogy f : R — R Lipschitz, és Va,y |f(z) — f(y)| < K|z — y|.
(a) Igazoljuk, hogy f valamilyen mérhet6 g fiiggvény (Lebesgue-)integralfiiggvénye.
(b) Mutassuk meg, hogy |g| < K m.m.

4. Egészitsiik ki gy, hogy igaz legyen: ha f: (a,b) — R konvex, és ......ccccocvvviiiniiiiiiiiiiccee.
akkor f abszolut folytonos.

5. Igaz-e, hogy minden differencidlhaté [—1,1] — R fliggvény abszolit folytonos?

6. Igaz-e, hogy ha f : [a,b] — R abszolut folytonos és szigorian monoton névé, akkor az inverze is
abszolut folytonos?

7. Konstruéljunk olyan f : [0, 1] — [0, 1] folytonos fiiggvényt, amely nem abszolit folytonos, de eléall
két abszolut folytonos fiiggvény kompozicidjaként.

Hazi feladatok
8. Legyenek A és B mérhet6 halmazok az (X, M, u) véges mértéktérben és legyen
J(H) = u(H N A) = u(H 0 B)
minden H € M-re. Bizonyitsuk be, hogy ¥ < pu, és hatarozzuk meg a Radon-Nikodym derivaltjat!

9. (a) Mi a kapcsolat az eloszlasfiiggvény és a siirtiségfiiggvény kozott?

(b) Igazoljuk, hogy egy valésziniiségi valtozdnak akkor és csak akkor van stiriiségfiiggvénye, ha
az eloszlasfiiggvénye abszolut folytonos.

(A ¢ valészintiségi véltozénak az f siirtiségfiiggvénye, ha tetszbleges H Borel-halmazra P(§ €

H) = fod)‘-)

10. Bizonyitsd be, hogy ha f és g abszolit folytonosak [a,b]-n, akkor f - g is abszolit folytonos
[a, b]-n.

11. Mi parcialis integralas megfelelje Radon-Nikodym derivaltakkal?
Szorgalmi (irdasban beadhatd, Peddl Med4al pirospontra bevalthatd) feladatok

PM10. Az f : [0,1] — R fluggvényre |f(z) — f(y)| < |x — y| tetszbleges x,y € [0,1] esetén.

Igazold, hogy barmely ¢ > O-ra f grafikonja lefedheté megszamlélhaté sok (nem feltétleniil ten-

gelyparhuzamos) téglalappal tgy, hogy a téglalapok révidebbik oldalainak 6sszege kisebb, mint e.
(A 2010-es ostravai verseny feladata volt)

Korabbi feladatsorok itt: http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2015tav-an4/
Tovabbi gyakorl6 feladatok: http://etananyag.ttk.elte.hu/request.php?101
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