
Valós anaĺızis 4 gyakorlat, 2015. április 27.

1. Igaz-e, hogy ha f : R → [0, 1] Lebesgue-integrálható, akkor a

lim
n→∞

∫

∞

−∞

min
(

f(x), f(x+ 1/n)
)

dλ(x)

határérték létezik, és egyenlő f integráljával?

2. Mi a Lebesgue-mérték Radon-Nikodym deriváltja?

3. Tegyük fel, hogy f : R → R Lipschitz, és ∀x, y |f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|.
(a) Igazoljuk, hogy f valamilyen mérhető g függvény (Lebesgue-)integrálfüggvénye.
(b) Mutassuk meg, hogy |g| ≤ K m.m.

4. Egésźıtsük ki úgy, hogy igaz legyen: ha f : (a, b) → R konvex, és .................................................,
akkor f abszolút folytonos.

5. Igaz-e, hogy minden differenciálható [−1, 1] → R függvény abszolút folytonos?

6. Igaz-e, hogy ha f : [a, b] → R abszolút folytonos és szigorúan monoton növő, akkor az inverze is
abszolút folytonos?

7. Konstruáljunk olyan f : [0, 1] → [0, 1] folytonos függvényt, amely nem abszolút folytonos, de előáll
két abszolút folytonos függvény kompoźıciójaként.

Házi feladatok

8. Legyenek A és B mérhető halmazok az (X,M, µ) véges mértéktérben és legyen

ϑ(H) = µ(H ∩ A)− µ(H ∩ B)

minden H ∈ M-re. Bizonýıtsuk be, hogy ϑ ≪ µ, és határozzuk meg a Radon-Nikodym deriváltját!

9. (a) Mi a kapcsolat az eloszlásfüggvény és a sűrűségfüggvény között?
(b) Igazoljuk, hogy egy valósźınűségi változónak akkor és csak akkor van sűrűségfüggvénye, ha

az eloszlásfüggvénye abszolút folytonos.
(A ξ valósźınűségi változónak az f sűrűségfüggvénye, ha tetszőleges H Borel-halmazra P (ξ ∈

H) =
∫

H
fdλ.)

10. Bizonýıtsd be, hogy ha f és g abszolút folytonosak [a, b]-n, akkor f · g is abszolút folytonos
[a, b]-n.

11. Mi parciális integrálás megfelelője Radon-Nikodym deriváltakkal?

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál pirospontra beváltható) feladatok

PM10. Az f : [0, 1] → R függvényre |f(x) − f(y)| ≤ |x − y| tetszőleges x, y ∈ [0, 1] esetén.
Igazold, hogy bármely ε > 0-ra f grafikonja lefedhető megszámlálható sok (nem feltétlenül ten-
gelypárhuzamos) téglalappal úgy, hogy a téglalapok rövidebbik oldalainak összege kisebb, mint ε.

(A 2010-es ostravai verseny feladata volt)

Korábbi feladatsorok itt: http://www.cs.elte.hu/~kosgeza/oktatas/2015tav-an4/
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