
Valós anaĺızis 4 ZH, 2015. május 4.

Mindegyik lapra ı́rd rá a nevedet.

Törekedj a világos, jól olvasható léırásra. (Csak arra adok pontot, amit nagýıtó nélkül is el tudok olvasni.)

A feladatok nem feltétlenül nehézségi sorrendben következnek. A feladatok tetszőleges sorrendben
kidolgozhatóak.

Minden feladat legfeljebb 1 pontot ér. Részpontszám is kapható. A dolgozatra kapott osztályzat
körülbelül az összpontszámmal egyezik meg.

Végeredmény közlése önmagában nem elegendő, megfelelő indoklás szükséges.

Semmilyen segédeszköz sem használható, számológép sem.

1. Legyen
∞
∑

n=1

an valós számokból álló, abszolút konvergens sor, és tetszőleges H ⊂ N halmazra legyen

µ(H) =
∑

n∈H

an.

(a) Mutasd meg, hogy µ előjeles mérték P (N)-en.
(b) Mi a µ Hahn-felbontása?
(c) Mik a µ variációi?
(d) Mi µ-nek a számosságmértékre vonatkozó Radon-Nikodym deriváltja?

2. Legyen (X, µ) mértéktér, és legyenek f1, f2, . . . : X → Rmérhető függvények, amelyekre
∞
∑

n=1

∫

X
|fn| < ∞.

Bizonýıtsd be, hogy
∫

X

(

∞
∑

n=1

fndµ

)

=
∞
∑

n=1

∫

X

fndµ.

3. Bizonýıtsd be, hogy ha A,B ⊂ R pozit́ıv mértékű mérhető halmazok, akkor az A+B = {a+ b : a ∈
A, b ∈ B} halmaz tartalmaz intervallumot.

4. Bizonýıtsd be, hogy ha f és g abszolút folytonosak [a, b]-n, akkor f · g is abszolút folytonos [a, b]-n.

5. Legyen F az L2([0, 1]) tér egységgömbje, azaz

F =
{

f : [0, 1] → R :

∫

[0,1]

f 2dλ = 1
}

.

Igaz-e, hogy F minden nem megszámlálható részhalmazában vannak olyan különböző f, g függvények,
amelyekre

∫

[0,1]

fg dλ >
9

10
?

6. Nevezzünk egy µ véges Borel-mértéket folytonosnak, ha az eloszlásfüggvénye (x 7→ µ((−∞, x)))
függvény folytonos. Mutassunk példát olyan mértékre, ami folytonos, de nem abszolút folytonos.

7. Igazoljuk, hogy nem létezik differenciálható Peano-görbe, azaz ha g : R → R
2 mindenhol differen-

ciálható, akkor a képe nem tartalmaz körlemezt.


