
2. Valós anaĺızis gyakorlat, 2016. szeptember 19.

2.1. Igazoljuk, hogy tg 1◦ irracionális.

2.2. A1, A2, . . . logikai álĺıtások. Mit mondhatunk, ha
(a) A1 ∧ ∀n ∈ N An ⇒ An+1? (c) Ha A1 ∧ ∀n ∈ N (An ∨An+1) ⇒ An+2?
(b) Ha A1 ∧ ∀n ∈ N An ⇒ (An+1 ∧An+2)? (d) Ha ∀n ∈ N An ⇒ ∃k ∈ {1, 2, . . . , n− 1} Ak?

2.3. Mutassuk, meg hogy 2n > n3, ha n ≥ 100.

2.4. Mutassunk példát olyan N0 számra, amellyel bármely n > N0 egész esetén 1,001n > n10.

2.5. Legfeljebb mekkora lehet x2y, ha x, y ≥ 0 és a) 2x+ y = 10; b) x+ 3y = 10?

2.6. Milyen nagy térfogatú hengert lehet beléırni egy egységnyi sugarú gömbbe?

2.7. (a) A Bernouli-egyenlőtlenségből vezessük le, hogy pozit́ıv egész n és nemnegat́ıv x, y számok esetén
nx+y

n+1
≥ n+1

√
xn · y, és egyenlőség csak x = y esetén áll.

(b) Igazoljuk a számtani és mértani közepek közötti egyenlőtlenséget indukcióval, felfelé lépkedéssel.

Házi feladatok

2.8. (a) Miben tartunk egy mindent feloldó folyadékot?
(b) Mi történik, ha egy mindent elsöprő erő egy leküzdhetetlen akadállyal kerül szembe?

(Moldova Gy.: Pályázat)

2.9. Milyen nagy térfogatú egyenes körkúpot lehet beléırni egy egységnyi sugarú gömbbe?

2.10. (a) Legfeljebb mekkora lehet x3y2z5, ha 2x4 + 4y5 + z = 1?
(b) Legfeljebb mekkora lehet x3 + y3 + z3, ha 2x4 + 3y4 + 5z4 = 1?

2.11. Legyen un az n-edik Fibonacci szám (u1 = u2 = 1, u3 = 2, u4 = 3, u5 = 5, u6 = 8, . . . ). Igazoljuk,
hogy 1

3
· 1, 6n < un < 1, 7n.

2.12. Mutassunk példát olyan N0 számra, amellyel bármely n > N0 egész esetén 1.01
√
n > n.

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladat

PM2.1 Az a0, a1, . . . , an pozit́ıv számokra ak+1 − ak ≥ 1 teljesül k = 0, 1, . . . , n− 1 esetén. Bizonýıtsuk
be, hogy
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PM2.2. Igazoljuk, hogy ha n ≥ 10, és a21 + a22 + . . .+ a2n = 1, akkor

a21a2 + a22a3 + . . .+ a2na1 <

√
2

3
.

(IMO Shortlist, 2007)

A korábbi feladatsorok itt: http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2016osz-an1i/

További gyakorló feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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