
3. Valós anaĺızis gyakorlat, 2016. szeptember 21.

3.1. Igazoljuk a halmazokra vonatkozó de Morgan azonosságokat.

3.2. Legyenek A és Bi tetszőleges halmazok az I indexhalmaz minden i elemére. Igazoljuk, hogy

A ∩

(

⋃

i∈I

Bi

)

=
⋃

i∈I

(A ∩Bi).

3.3. Legyenek A és Bi tetszőleges halmazok az I nemüres indexhalmaz minden i elemére. Igazoljuk, hogy

A ∪

(

⋂

i∈I

Bi

)

=
⋂

i∈I

(A ∪Bi).

Miért kell feltenni, hogy I nem üres?

3.4. Tetszőleges A1, A2, A3, . . . halmazsorozatra legyen

lim supAn =
∞
⋂

n=1

∞
⋃

k=n

Ak és lim inf An =
∞
⋃

n=1

∞
⋂

k=n

Ak.

Igazoljuk, hogy lim inf An ⊂ lim supAn.

3.5. Igaz-e, hogy
(A△B)△C = A△(B△C);

(A△B) ∩ C = (A ∩ C)△(B ∩ C);

(A△B) ∪ C = (A ∪ C)△(B ∪ C)?

3.6. Legyen H halmaz, és f : P (H) → P (H) monoton növő halmazfüggvény, azaz X ⊂ Y ⊂ H esetén
f(X) ⊂ f(Y ) ⊂ H . Nevezzünk egy X ⊂ H halmazt felfúvódónak, ha X ⊂ f(X), illetve leeresztőnek, ha
X ⊃ f(X). Egy X halmaz fixpontja f -nek, ha f(X) = X .

Legyen A a felfúvódó halmazok uniója, és B a leeresztő halmazok metszete.
(a) Értelmesek-e ezek a defińıciók?
(b) Felfúvódó/leeresztő/fixpont-e az A és a B halmaz?
(c) Felfúvódó/leeresztő/fixpont-e a f(A) és a f(B) halmaz?

Házi feladatok

3.7. Legyenek Ai és Bj tetszőleges halmazok (i ∈ I, j ∈ J).
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3.8. Legyen Ai,j tetszőleges halmaz minden i ∈ I-re és j ∈ J-re. Melyik halmaz részhalmaza biztosan a
másiknak?

⋃

i∈I
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Ai,j

)
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)

3.9. Legyen H halmaz, és f : P (H) → P (H) monoton növő halmazfüggvény. Nevezzünk egy X ⊂ H

halmazt felfúvódónak, ha X ⊂ f(X), illetve leeresztőnek, ha X ⊃ f(X). Egy X halmaz fixpontja f -nek,
ha f(X) = X .

Legyen A a felfúvódó halmazok uniója, és B a leeresztő halmazok metszete.
(d) Legyen X fixpontja f -nek. Milyen sorrendben tartalmazhatják egymást az A,B,X halmazok?
(e) Legyen X0 = ∅, és Xn+1 = f(Xn). Felfúvódó/leeresztő/fixpont-e

⋃

∞

n=0
Xn?

(f) Legyen X0 = H , és Xn+1 = f−1(Xn). Felfúvódó/leeresztő/fixpont-e
⋂

∞

n=0
Xn?

3.10. Olvassuk el Az irigy törpe és a Bölcsesség Köve c. mesét:
http://www.komal.hu/cikkek/egyeb/torpe/torpe.h.shtml

a) Hova lettek az irigy törpe sźınes kövei?
b) Hol volt az irigy törpe pontosan este 10, illetve este 11 órakor?

A korábbi feladatsorok itt: http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2016osz-an1i/

További gyakorló feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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