
4. Valós anaĺızis gyakorlat, 2016. szeptember 26.

4.1. Bizonýıtsuk be, hogy A∪(B∩C) ⊃ (A∪B)∩(A∪C) (a másik irány, A∪(B∩C) ⊂ (A∪B)∩(A∪C)
volt előadáson).

4.2. Legyen f : A → B. Igaz-e, hogy
(a) ∀X, Y ∈ P (A) f(X) ∪ f(Y ) = f(X ∪ Y ) ?
(b) ∀X, Y ∈ P (A) f(X) ∩ f(Y ) = f(X ∩ Y ) ?
(c) ∀X, Y ∈ P (A) f(X) \ f(Y ) = f(X \ Y ) ?
(d) ∀X, Y ∈ P (B) f−1(X) ∪ f−1(Y ) = f−1(X ∪ Y ) ?
(e) ∀X, Y ∈ P (B) f−1(X) ∩ f−1(Y ) = f−1(X ∩ Y ) ?
(f) ∀X, Y ∈ P (B) f−1(X) \ f−1(Y ) = f−1(X \ Y ) ?
Igazak-e ugyanezek injekt́ıv, illetve szürjekt́ıv függvényekre?

4.3. Legyen f : A → B, és legyenek Xi (i ∈ I) egy B részhalmazaiból álló halmazrendszer. Igaz-e
biztosan, hogy
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f−1(Xi)?

4.4. Igaz-e, hogy egy H halmaz részhalmazai a szimmetrikus differenciával és a) a metszettel; b) az
unióval egységelemes gyűrűt alkotnak?

4.5. Legyen A és B két halmaz, és legyen f : A → B és g : B → A két injekt́ıv függvény. A
3.6. feladat (Knaster-Tarski fixponttétel) seǵıtségével igazoljuk, hogy A és B felbontható két-két
diszjunkt részre: A = A1 ∪ A2, B = B1 ∪ B2 úgy, hogy f |A1 bijekció A1 és B1 között, g|B2 pedig
bijekció B2 és A2 között.

(Cantor-Schröder-Bernstein tétel: ha léteznek injekt́ıv A → B és B → A függvények, akkor
létezik A → B bijekció is.)

Házi feladatok

4.6. Igaz-e, hogy egyH halmaz részhalmazai a metszettel és az unióval egységelemes gyűrűt alkotnak?

4.7. Általánośıtsuk a 3., feladatot.

4.8. Legyen A = {1, 2, ..., n} és f, g, h : A → A, g : A → A bijekciók. Igaz-e, hogy f ◦ g = g ◦ f?
Igaz-e, hogy (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h)?

4.9. Legyen A = (0,∞), B = [0,∞), f : A → B, f(x) = x, g : B → A, g(x) = x+1. Milyen A → B

bijekciót konstruál a Cantor-Schröder-Bernstein tétel 4.5 feladatbeli bizonýıtása?

4.10. (annak, aki nem ismeri) Egy végtelen szállodában a szobák a természetes számokkal,
1, 2, 3, ..., n, ... vannak számozva.

a) Telt ház van, de érkezik egy új vendég. El tudja-e őt a portás helyezni?
b) Telt ház van és leég a szomszéd, szintén vendégekkel tele levő végtelen szálloda. Elhelyezhetők-

e annak a vendégei is a mi végtelen szállodánkban?
c) Telt ház van és leég a szomszédos szintén vendégekkel tele levő végtelen sok emeletes, emele-

tenként végtelen szálloda. Elhelyezhetők-e annak a vendégei is a mi végtelen szállodánkban?

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladat

PM4. A derékszögű koordinátarendszerben bizonyos rácspontokat megmérgeztek úgy, hogy tetszőleges
n-re az x + y ≤ n tartományban legfeljebb n mérgezett pont van. Egy bolha az origóból indulva
ugrál, mindig vagy a (0, 1), vagy az (1, 0) vektorral ugrik. Bizonýıtsuk be, hogy létezik olyan végtelen
hosszú útvonal, amin elkerülheti a mérgezett pontokat.

A korábbi feladatsorok itt: http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2016osz-an1i/

További gyakorló feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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